Bernouillis differentialligning

Den logistiske differentialligning er et eksempel pa en ikke-linecer differentialligning. Den
logistiske differentialligning kan generaliseres pa flere méder, og i dette afsnit skal vi stude-
re en af disse generaliseringer, de sakaldte Bernouilli-differentialligninger.

De lineare differentialligninger er karakteriseret ved, at den ukendte y ikke indgér med po-
tenser eller som en del af sammensatte funktioner. Lineare differentialligninger (af forste,
anden eller hgjere orden) er de mest handterlige. Her kan vi ofte bestemme lgsninger eksakt
og skabe os et overblik over den fuldstendige losning (dvs. meengden af alle lasninger til
den forelagte differentialligning). Eksempler pa sadanne differentialligninger er typerne
Vvi=ky, y'=b—ay, y"+by'+cy=0 og y"+ f(x)y'+ g(x)y = h(x). Definitionsmeeng-
derne indskraenkes kun, hvis der er problemer med definitionsmangderne for nogle af de
funktioner, der indgar 1 ligningen.

Anderledes med ikke-line@re differentialligninger. For den logistiske differentialligning sa
vi, at visse losninger fik indskranket definitionsmangden dramatisk. Mange ikke-lineare
differentialligninger kan ikke loses eksakt. I stedet kan man velge at foretage en numerisk
losning, eller man kan af og til tilneerme med lineare differentialligninger. Endelig kan man
ogsé fa en del oplysninger ved at analysere differentialligningen uden direkte at lase den —
som feks oplysninger om lgsningers monotoniforhold.

En del familier af ikke-line@re differentialligninger kan dog leses eksakt. Den logistiske er
sdledes med i en storre familie vi samlet kalder Bernouillis differentialligning. De har faet
navn efter Jacob Bernouilli, der levede samtidig med Newton og Leibniz.

Bernouillis differentialligning er interessant af flere grunde. Den treeder ind pa scenen i s&
forskellige situationer som opstilling af modeller for et frit fald med luftmodstand indenfor
fysikken og opstilling af matematiske fiskerimodeller indenfor biologi.

Den generelle form og nogle specialtilfzelde

Bernouillis differentialligning kan i sin generelle form opskrives séledes:

V=g - f(x)-y *)
hvor g og f er kontinuerte funktioner defineret pa et interval I — som evt. kan vere alle reel-
le tal — og a er et reelt tal.

OVELSE 1. Angiv hvad f(x) og g(x) samt a er i1 folgende differentialligninger:
1. y' =by—ay’
2.y =hy' —ky
3. y'= 4y + x\/;
X



Vi ser forst pé et par specialtilfzlde:

o =1: V=gx)y-f(x)y <

V=€) - f(x)-y
Dette genkendes som et specialtilfaelde fra behandlingen af den generelle lineere 1.ordens
differentialligning. I tilfeldet hvor funktionerne er konstante: f(x) = b og g(x) = a, og vi sa&t-
ter k = a — b genkendes den forste type differentialligning vi loste: y' = ky.

@ =0: V=g ' -f)y e

Vi=gx)-f(x)-y <

V+f(x)-y=gx)
Dette genkendes som den linezre 1. ordens differentialligning, som vi kan opskrive den
fuldsteendige losning til. I tilfeeldet hvor funktionerne er konstante: f{x) = a og g(x) = b, gen-
kendes differentialligningen: y'=b—ay.

@ =2 Y=gy -f0y e

V'=y(E®)-y-f(x)
Denne minder om den logistiske differentialligning: . I tilfeeldet hvor funktionerne er kon-
stante: f(x) = -b og g(x) = -a, far vi:

y'=yb-ay)
Altsa ser vi, at den logistiske differentialligning er et specialtilfeelde af Bernouillis differen-
tialligning.

Lesning af den generelle Bernouilli-ligning
Vi gennemforer nu losningen af differentialligningen: y' = g(x)-y* — f(x)-y . (*)

I det folgende antages o # 0 og a # 1. Ofte lgses differentialligningen kun i tilfeeldet med
konstante koefficienter, men det vanskeligger ikke losningen 1 serlig grad at betragte det
generelle tilfzelde, sé det legger vi ud med.

Vi lader os inspirere af losningsmetoden ved den logistiske differentialligning: Dengang
dividerede vi igennem med y° og efter nogle omskrivninger lykkedes det at substituere til-
bage til en linear differentialligning.

Lad i det folgende f og g vaere kontinuerte funktioner defineret pa et interval I (I kan som
tidligere nevnt udmarket vere alle reelle tal).

Hvis a >0 er funktionen y = 0 en lesning til (*), hvilket ses ved indsattelse.

Hvis a <0 kan y ikke vare 0.

Derfor antages i det folgende at y # 0. Da y er kontinuert gelder derfor, at y # 01 et helt
interval indenfor I. Vi arbejder videre indenfor dette interval og vil afslutningsvis bestemme
definitionsmengden, s denne bliver sa stor som muligt.

Vi regner nu ensbetydende ud fra (*)



y'=gx)y* - f(x)-y (ganger med y™)
vyt =g - f(x)y-y
Yyt =g - fx)-y
Vi bemarker nu: (y"™*)' =(1-a)-y™* -y’
Inspireret heraf ganger vi (**) igennem med (1 —a) , idet vi bemerker at: (1-a) #0
(I-0)- ¥y =(1-a)-g)-(1-a) f(x)-y™ &
V) =(-a) gx)-(1-a)- f(x) y"™ N
V) ==(-a)- f(x)- ¥y +(1-a) g(x)
Substituer: z =y :
Z'=—(l-a) f(x)-z+(1-a) g(x)
Dette er en linezr 1. ordens differentialligning, og vi kunne derfor nu opskrive den fuld-

stendige losning hertil. Den formel vi nér frem til er imidlertid sa klodset og lidet oplysen-
de, at vi i stedet loser differentialligningen herfra i hvert konkret tilfelde.

(U

(**)

Forste konklusion om Bernouillis differentialligning:

Ligningen y' = g(x)-y* — f(x)-y,hvor a # 0 og o # 1 lgses i det generelle tilfaelde
efter folgende opskrift:

1. Indfer substitutionen z = y

1-a

2. Los den lineere 1. ordens differentialligning:
z'=—(-0) f(x)-z+(1-0o) g(x)
1

3.Substituer tilbage og find y =z .

4. Bestem definitionsmangden for y. Bemark, at selv om vi 1 omskrivningerne ovenfor har
forudsat y # 0, sa kan det godt tenkes, at vi i tilfeeldet o > 0 far udvidet definitionsmaeng-

den til ogsé at omfatte tal, der giver y =0

OVELSE 2. Fer vi ser vi nogle eksempler og evelser 1 relation til det generelle tilfaelde vil
vi betragte specialtilfzeldet, hvor f(x) og g(x) er konstanter, henholdsvis b og a.
1. Vis at vi i sa fald far:
v =ay* —by &
Z’=(l-a)a-(1-0)-b-z, hvor z = y'™
2.Anvend lgsningsformlen for denne type differentialligning til at bestemme den fuldstaen-
dige losning:
z=c-e T 4 a

b

Gennem gvelse 2 har vi argumenteret for:

Anden konklusion om Bernouillis differentialligning:
Den fuldsteendige losning til differentialligningen: y' = ay® —by, hvor a # 0 oga # 1,

: . Ceoype . @
findes som lgsningen til: y'™* =c.e ™" +Z v y=0.



EKSEMPEL 1. Lgs differentialligningen: y' = y+ y°.

Vi bemerker dette er en Bernouilli differentialligning, med konstante koefficienter og med
a = 3. Sa kan vi simpelthen indsatte i formlen i 2. konklusion, med a= 1, b =-1 (idet vi
kalder den uathengige variabel for t):

y173 — .o (D +L1 v y=0
-2 -2t 1
eller: y - =c-e +—1 v y=0 =
= ! v =— ! v y=0
4 ce™ —1 d ce™ —1 4
Definitionsmangden bestemmes:
ce?=1>0 &
coe >1 &
e’ <c

Dvs kun positive c-vaerdier er mulige
For en given c-vaerdi fér vi:

e’ <c & t<1iln(c) ,
sa Dm(f) = ]-o0 ; %lIn(c)[

OVELSE 3. Undersog grafens forleb for ¢ — —oo og for ¢+ — J1In(c), og skitser det grafiske
forleb.

EKSEMPEL 2. Bestem den losning til differentialligningen : ' =3y%° —0,5y , hvis graf
gér gennem punktet P(0,4).

For vi gér 1 gang registrerer vi lige, at y0’5 kun har mening for y >0 -

Vi bemerker det er en Bernouilli differentialligning med a=3,b=0,5, o = 0,5, og vi ind-
seatter:

3
1-0,5 _ ~(1-0,5)-0,5¢ _
=c-e +— \% =0
y 0.5 Y
eller 7P =ce® +6 v y=0

Punktet P(0,4) forteller, at den sogte losning ikke kan vare y = 0. Indset (0,4):
4% =¢.¢" +6, hvoraf vi far: c=-4
Indsetc:  yp»° =—4-¢"7" 16
y findes nu ved at kvadrere, men derved regner vi ikke leengere ensbetydende, s& Dm fast-
laegges pa dette sted.
y>0 kreverat: —4-¢ > +6>0

Ved at lgse denne ulighed far vi : t> _Ind,3) eller t>—4In(L5).

3



Tilnermet far vi: t>-1,62,
Konklusionen bliver derfor, at den segte lgsning er:
y=(-4-e"" +6)* ,te[-1,62;0]

OVELSE 4. Undersog grafens forleb for ¢ — o og for t - —41In(1,5), og skitser det grafi-
ske forlab.

EKSEMPEL 3. Bestem den fuldsteendige losning til differentialligningen:

(1-x*)-y' —x-y=x-y° ,istrimlen: -1<x<1
Vi starter med at omskrive, s vi kan genkende det som en Bernouilli differentialligning
(hvorfor mé vi gere det):

' X 2 X

Tae T Tae

Vi bemarker, at ligningen nu har samme form som (*), hvor:
X

"y

x
X)=—75—, X)=——, 0ga =2

S (x) -2 g(x) 1—2) g

Vi folger forste konklusion og substituerer: z=y'™* =y =™ | og far.
—x x
z'=—(1-2)- z+(1-2)-
(1-2) 1—2) (1-2) 1—)

eller = al (¥5%)

_ z—
(I-x*)  (1-x%)

Vi far nu brug for formlen til losning af lineare 1.ordens differentialligninger:
Samtlige losninger til differentialligningen:

y'=fx)y+g),
hvor f og g er tilfeldige kontinuerte funktioner, er funktionerne med forskrifien:
y =cel™ 4™ -.[g(x) ce W dy

hvor c er en konstant og F er en stamfunktion til f.

OVELSE 5. For at lose denne line@re differentialligning (***) skal vi saledes forst finde en

(1-x%)
Vis at F(x)=1In(l- x*)=1In((1-x’ )%) (evt. pd nzer en konstant).
Hvorfor er der ingen problemer i at opskrive (1 —x° )% ,dvs. A/(1=x7%) ?

stamfunktion F(x) til funktionen

Anvend nu lgsningsformlen pa (***):

2405 2405 — X - AN
cheln((lx) +eln((1x) .J'l 2_eln((1x> dx PN
—-X



—x 1
1_x2 (1_x2)0.5
z=c-(1-x)" +(1-x*)* _—xdx

(1=x7)"* +(1-x%) j(l

_x2)3/2

dx =

z :c,(l_x2)045 +(1_x2)0_5J'

@VELSE 6. Vis at lesningen bliver: z=c-(1-x")" -1

1
c- (1 _x2)0.5 _1
c fastleegges af et givet punkt (en begyndelsesbetingelse).
Dm bliver en del af intervallet ]-1 ; 1] og fastleegges ved hjelp af punktet.

Ved at substituere tilbage far vi endelig: y =

OVELSE 7. Bestem den endelige forskrift og definitionsmangde for en losning hvis graf
gar gennem P(0,2). Samme spergsmal med punktet Q(-0.5,5).

OVELSE 8. Start med at fastlegge omrdderne, hvor vi kan regne, 1 de folgende opgaver
1. Bestem den fuldstzndige losning til ' =y —y°

2. Bestem den fuldsteendige losning til y' = Ay + x\/;
X
3. Bestem den fuldsteendige lgsning til '+ y = xp°

4. Bestem den losning til differentialligningen: '+ ZL = % , der opfylder y(1) =2
Xy

5. Bestem den lgsning til xy'+ y = (xy)% , der opfylder y(1) =4

W

6. Bestem den fuldstendige losning til differentialligningen: y'— 3 y= 3
X X

y
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