Den lineare differentialligning af 2.
orden

Gorm Claussen

Resumé

Disse noter gennemgar noget af teorien for linesere differential-
ligninger. Noterne vil kunne anvendes til det valgfri emne pa det
3-arige hgjniveau, hvis man har anvendt en larebog, der benytter
Wronskideterminanten. Indholdet svarer nogenlunde til de fire farste
minimoduler af en forelzesningsraekke pa 15 minimoduler, jeg har holdt
ved Aalborg Universitet over emnet Ordingere og partielle differential-
ligninger.
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1 Indledning

Til den skriftlige studentereksamen kan der stilles opgaver af typen

d?y
bl A
dz? y

Vi har fundet den fuldsteendige lgsning til denne type differentialligning,
saledes, at vi faktisk har en feerdig formel i tilfeeldet k& # 0: [3]

d2
d_xz = ]{;2y Sy = clem + che”

dQ?J 2 ;
o = —ky < y=ccoskr + cysinkx
z

kx

2 Det generelle tilfselde

Vi skal nu se pa det almindelige tilfeelde, nemlig en differentialligning af
formen: " 4

5+ (@) 22+ a(@)y(@) = f() (2.1)
Her betegner p(z) og q(z) to kendte funktioner af z. Hgjre side af ligningen
kaldes normalt for input, medens den ukendte funktion y(x) som vi skal finde,
kaldes output.

Eksempel
d?y  1dy 1 )
@ Ea F’y(l’) =Smx
Her er p(z) = %, q(x) = . Ligningen er inhomogen. Den tilsvarende homo-
gene ligning er kendetegnet ved at systemets input = 0.

y
dz?

() + ga)y(a) = 0 (2.2
x

Antag at vi har fundet to forskellige lgsninger y;(x) og yo(x) til ligningen
(2.2). Det kan meget vel veere indviklet at finde sadanne to! Vi danner en ny
funktion y = c1y; + coyo. Med andre ord en linearkombination af y, og yo,
og undersgger, om y er en lgsning til (2.2). Vi differentierer to gange og gor
prove i (2.2):

Y =y + b og Y = 1yl + eyl og far ved indseettelse i (2.2):

ayy + ey + p(@)[a1y) + cays] +q(@) ey + 2] =0 &
alyl +p(@)y) + q(@)n] + calvy +p(@)yh + q(2)ye] =0 <
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c1:0+c-0=0 & 0=0

Forklaring: Den forste firkantede parentes er lig 0 fordi y; er lgsning til (2.2).
Det samme geelder for den anden parentes. Vi har nu vist, at hver gang vi
har fundet 2 lgsninger til (2.2), sa vil enhver linearkombination af disse to
ogsa veere en lgsning til (2.2).

Har vi sa fundet samtlige lgsninger til (2.2)? Spgrgsmalet kan besvares med et
ja, hvis de to funktioner y; og ys er lineert uathengige. Maengden af lgsninger
til (2.2) udger et vektorrum lige som vektorerne i planen.

Bemeerk, at dette naturligvis ikke er et bevis. Et rigoristisk bevis vil
ga ud pa at vise, at enhver lgsning til (2.2) kan skrives som en linearkom-
bination af de to ikke-proportionale lgsninger y; og y». Se appendix D. Vi
minder om, at to funktioner y; og vy, er linesert uathaengige hvis og kun hvis
Wronskideterminanten Wy, y2) # 0 [1]

_ | wie) we(x)
W =| 56 7))

Bemeerk, at den ssetning vi har vist ovenfor ikke giver nogensomhelst an-
visning pa at finde de to funktioner y; og .. Men problemet med at finde
samtlige (2 - oo mange) lgsninger til (2.2) nu er blevet vaesentligt reduce-
ret... Vi skal nu kun finde 2. Vi skal nu se, at vi kan reducere problemet
yderligere.

3 Ordensreduktion

Lad os nu antage, at vi har fundet en lgsning y; til (2.2), som har den egenskab
at y1(z) #0 Yz € Dm

Vi ved, at der findes en anden lgsning yo(x) til (2.2), som er lineeert uathengig
med y;(z) - vi kender den bare ikke endnu. Nu definerer vi en ny ukendt
funktion v(x) saledes: v(x) = % Bemeerk, at y;(x) # 0.

Hvis vi kan bestemme den ukendte funktion v(x), har vi fundet den gnskede
funktion ys(z) fordi yo(z) = v(z)yi(x). Heraf fas sa: y}, = v'y; +vy] og videre
Yy = V"Y1 + 20'y) + vy

Dette indsaetter vi i ligning (2.2) og udnytter, at y, er en lgsning:

0"yr 4 20"y + oy + p(x)[v'yn +vy] + g(z)vyy =0 &

vyl + p(@)yr + a(@)y] + 0"y + 20"y + p(r)v'y = 0
Den firkantede parentes er 0 fordi y; er lgsning til (2.2). Her af fas sa:

V' + 20"y +p(x)'y =0 &
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yv" + 291 + p(x)yi]v' = 0
Vi seetter nu v = u, hvor u er en ny ukendt funktion, og far:

v’ + (20 + p(@)yi]u = 0 (3.1)
Bemeerk, at y; og den firkantede parentes nu er kendte funktioner af x. Lignin-
gen (3.1) er en 1. ordens differentialligning i den ukendte funktion w. Vi har
opnaet en ordensreduktion. Ligning (3.1) kan vi lgse med den metode, der
kaldes separation af de variable:

du
(31) < %@ = _[29/1 +p@)ylu &

du U1
— = —2= +plz)dr <&
v =2 4 ple)
/
%:—/Zde—/p(x)dx—i—C’l &
U (1

/
In|u|l = — /2&daz — /p(x)dx + Cy
Y1
Vi ser nu pa det fgrste integrale:

/ d 1 d
_/zﬂdx - /Qﬂ_dx = 2 [ oy = — ()
o Th (7
Heraf fas sa:
In|u| = —In(y;) — /p(a:)dx 10 &
lu| = o~ i) [ plx)dz+Cr .
|u| _ efln(y%) . e*fp(z)dx ) 601 -

1
lu| = Cy - — e~ IP@r o
1

1 :
U203'—2'€_jp(z)dx = ( ngj:02>
Y1
1
V(r) =Cs — - e~ @z oy
Y1
e~ J p(z)dz
U(.ZE):C;;/—Q dx+C4
1
Nu har vi fundet v(x). Eller rettere sagt, vi har fundet en hel masse forskellige.
Vi skal kun bruge en enkelt af dem og saetter derfor C5 = 1 og Cy = 0, og
far herved slutresultatet:
e*fp(x)d:v

vala) = v(2) - 11 (1) = 11 () / T (3.2)
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3.1 Eksempel

Givet den homogene differentialligning x%y” — 5y’ + 9y = 0

Det overlades til lacseren at vise, at funktionen y;(z) = z? er en lgsning til
denne differentialligning.

Nu antager vi, at z > 0 og dividerer igennem med z? i ligningen:

5

5,9
V=Y +5y=0 = pl)=——
X X T

Bemaerk, at y;(z) # 0 som fplge af antagelsen. Vi vil nu finde en anden
lgsning ys til differentialligningen. Hertil benytter vi formelen (3.2).

-/ =2 da 5Inz 1
yg(x):x?’/e—dx:x?’/e d:p:x3/—dx:$3lnx

0 20 T

Vi har nu faktisk fundet den fuldstendige lgsning til en temmelig kompliceret
differentialligning udelukkende med anvendelse af gymnasiematematik. Vi
har nemlig:

yh(ZE) = 011‘3 + OQZE3 Inz, x>0, (Ol, Cg) € R?

3.2 Opgave

Kan du ved at se pa den differentialligning, vi har lgst komme i tanker om en
egenskab ved den, der ggr, at det er rimeligt at geette pa lgsninger af formen

yi(x) = a7

3.3 Sveer opgave

Kan du vise, at den funktion yo(z) vi naede frem til i formel (3.2), faktisk
ikke er proportional med y;(x)?

4 Den inhomogene ligning

Vi skal nu se pa den inhomogene ligning (2.1)

)Y+ gla)yla) = f)

hvor input f(z) er en given funktion.

Vi skal vise, at den fuldsteendige lgsning til (2.1) er givet ved funktionsfami-
lien y = c1y1+cay2+yp, hvor y, betegner en af Igsningerne til den inhomogene
ligning, og de to forste led angiver den fuldsteendige lgsning til den homogene
ligning (2.2).



4.1 Opgave

Antag at y; og y2 begge er lgsninger til (2.2) og y, er en lgsning til (2.1).
Eftervis at y = c1y1 + cay2 + v, sa er en lgsning til (2.1).

Den lgsning y,,, som man abenbart far brug for til at bestemme den fuld-
steendige lgsning til (2.1) kaldes en partikuler lgsning. Hvordan finder man
den? I mange praktisk forekommende opgaver gaetter man pa en lgsning y, og
prover sa om man har gaettet rigtigt. Vi skal nu se, at man faktisk kan opstille
en formel til beregning af y, forudsat, at man kender to linesert uatheengige
lgsninger y; og yo til den homogene ligning (2.2).

Metoden vi skal anvende kaldes variation af konstanterne.

Vi har fglgende: Den fuldsteendige lgsning til (2.2) er givet ved y,(z) =
c1y1 () + coyz(x), hvor y; og yo er to linesert uatheengige lgsninger til (2.2).
Vi vil nu forsgge at finde en partikuleer lgsning af formen y,(x) = uy (z)y (z)+
ug(2)y2(z). Eller kortere y, = u1y1 +uays. Bemeerk at vi formelt har erstattet
de to konstanter ¢; og ¢s med funktioner.

Nu vil vi stille et krav til de to ukendte funktioner, nemlig:

Y, = U1y + Uy (4.1)

Bemeerk at det betyder, at funktionen y, differentieres som om u; og uy er
konstanter. Dette krav er abenbart ensbetydende med:

uy Y1 + ugys = 0 (4.2)

Vi skal nu undersgge om en saledes defineret funktion y, kan veere lgsning
til (2.1). Hvis vi under denne undersggelse finder frem til en formel for de
to ukendte funktioner u; og us, sa er vi faktisk feerdige. (Overvej det) Vi
differentierer y, en gang mere:

Yy = UhY) + uryy + uyy + usyy
Vi gor prove i (2.1):
uiyh +uny +ugyh +usyy + p(@)[uwyy + uys] + q(@)furys +ugye] = f(z)
uyyy + gy +ua[yf + p()yy + q(@)yi] + walyy + p()ys + q(@)ge] = f(z) &
uiyy + uayh = f(x)
Forklaring: De to firkantede parenteser giver begge 0 fordi y; og y» er lgsninger

il (2.2).
Nu har vi to ligninger til at bestemme de ukendte funktioner u} og uj:

yiuy + youy =0 (4.3)
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yiuy + yyuy = f(@) (44)

Dette ligningssystems determinant er:

‘ y/lEfC) ya () ‘
41

Men det er jo netop Wronskideterminanten W (y;,ys2), som jo efter vores
antagelse er forskellig fra 0. Efter determinantmetoden (fra 1.g) far vi sa: [3]

‘ 0 Y2
) f(@) ys
U =

_ —f(x) Y2
Wy, ya) Wy, y2)

P
1l f@ ] f@)

u = g
? W(yl,yz) W(y1,y2)
Heraf fas sa:
y2() f(2) yi(2) f(x)
u(x)=— | &=———>dxr og us(zr)= | =—"—=dx
@) Wy, 2) g ux(7) W (1, y2)
Saledes at vi nu har slutformelen for en partikuleer lgsning:
y2() f () yi () f(x)
z)=—-y(z) | &= dox+y(z) | =——=dx
yp( ) yl( ) W(Z/laQQ) yQ( ) W<y17y2)

Konklusion: Den fuldsteendige lgsning til den inhomogene ligning (2.1) kan
findes, nar blot vi kender en nulpunktsfri lgsning til den homogene ligning
(2.2).

4.2 Eksempel

Givet differentialligningen

d?y  _dy

— —5—+6 =0 4.5

5 4 oy(a) (15)
Det er let at vise — og det overlades til laeseren — at den fuldsteendige 1gsning til
(4.5) er givet ved y, = c1e2®+c€3®. Nu vil vi lgse den tilsvarende inhomogene
ligning:

d’y  _dy

—5—2 146 = ¢e” 4.6
5 oyl = (16)



Vi skal forst finde en partikuleer lgsning til (4.6) og gar frem som fglger:

Yy = e Yy = €37 f(x) = e® hvoraf fglger:
6296 63:0 S5x 5x 5x
W(y1,92) = 92 g3 | = 3e’ —2e =e
3z, o 2z |
yp(z) = —€*" - / ‘ 65:,;6 dz + ¥ - / € 65:66 dx som giver :
2x —x 3z —2x x 1 x 1 T
yp(z) =—e*- [ e dx+e”- [e dz=c¢e _§e :§e

Den fuldsteendige lgsning til (4.6) er da givet ved:

1
y(z) = c1e* + coe™ + 3¢ TER (a,¢)€ R?

4.3 Opgave

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen
d’y  dy 2
@—554—@(95) = e

Bemaerkning: Man opdager sikkert at den partikulsere lgsning ikke bliver det,
man ville have forventet. Prgv at overveje, hvordan det kan veere.

5 Specielle differentialligninger

Mange differentialligninger — selv blandt de linesere — har den kedelige egen-
skab, at man ikke kan finde eksakte lgsninger til dem — selv ikke hvis man
inddrager nye funktionsklasser — de sakaldte hgjere funktioner. Andre er
forholdsvis elementeere at lgse. Til de letteste hgrer de neden for omtalte.

5.1 Differentialligninger med konstante koefficienter

d? d

ad—x‘z + bﬁ +cy(z) =0 (5.1)
Ligning (5.1) er et eksempel pa en differentialligning med konstante koeffi-
cienter. For at finde den fuldsteendige lgsning til den, skal vi blot have fundet
en enkelt lgsning. Vi geetter pa en lgsning af formen y = e**. Vi differentierer
to gange og ger prove i (5.1) og nar derved frem til den sakaldte Karakter-

ligning:
aX +bA+c=0 (5.2)

Ligning (5.2) er en 2.-gradsligning. Der er som bekendt 3 muligheder:
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1. D >0 = to lgsninger Ay, Ay
2. D=0 = en dobbeltrod A

3. D <0 = ingen reelle rgdder

I tilfzelde 1. finder vi to forskellige lgsninger til ligning (5.1) y1(z) = eM?® og
Yo (1) = €% séledes at den fuldstzendige lgsning er givet ved

yn(r) = c1eM® + cpe?

[ tilfeelde 2. har vi kun en lgsning y; (z) = e**. Den anden finder vi ved hjaelp
af formel (3.2). Det overlades til laeseren at vise at yp(z) = ze’®, sdledes at
den fuldsteendige lgsning i dette tilfzelde er givet ved:

yn(z) = c1e™ + cowe”

[ tilfzelde 3. er der ingen reelle rgdder, men der er to komplekse. Komplekse tal
hgrer ikke mere til i Gymnasiets pensum, men det er et meget populeert valg-
frit emne. Hvis man ikke har haft komplekse tal, er det fglgende selvfglgeligt
uforstaeligt. Vi ser pa tilfzelde 3. hvor karakterligningens diskriminant D < 0.
Uden bevis anfgres, at den fuldsteendige lgsning til ligning (5.1) er givet ved:

yn(r) = e (¢ coswx + co sinwx)

V=D
2a

_ b _
Hvor a = 5> og w =

5.2 Differentialligninger af Euler-Cauchy typen

Differentialligninger uden konstante koefficienter er ofte indviklet at lgse,
men der er dog undtagelser. Lad os vende tilbage til eksemplet pa side 4:
2%y" — 5xy’ + 9y = 0. Potensfunktioner 2" har den egenskab, at nar man
differentierer dem falder potensen med 1. I denne differentialligning bliver
leddet med 3" ganget med x2, medens leddet med ¢’ bliver ganget med z.
Det tyder pa at en funtion som y = 2" kunne teenkes at veere lgsning. Vi
prover: y = ra" ! og y” = r(r — 1)2""2, som vi indseetter:

2*r(r—1Da" 2 = brra” '+ 92" =0 &
r(r—1)z" —=brz" + 92" =0 <&
2" r(r—1)—=5r4+9=0

Hvis det skal geelde for alle z 1 et interval, sa ma den firkantede parentes veere
lig med 0. Heraf fas den karakteristiske ligning:

r(r—1)—=5r+9=0 (5.3)
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Denne 2.-gradsligning har dobbeltroden r = 3, hvoraf vi far en lgsning til
differentialligningen y; (x) = 2? ligesom pa side 6.

Hvis den karakteristiske ligning til en differentialligning af denne type har to
forskellige rgder f. eks. % og 4, sa er den fuldsteendige lgsning givet ved

yn(z) = clx% + ot

I de tilfaelde, hvor den karakteristiske ligning har komplekse rgdder, kommer
den fuldsteendige lgsning til at se noget speciel ud. Uden bevis anferes det,
at differentialligningen z?y” + 7xy’ + 13y = 0 har den fuldsteendige lgsning

yn(1) = crz 2 cos(2Inx) + cor 2 sin(2In z) 2]

A Maple

Komputeralgebrasystemet Maple kan lgse differentialligninger bade symbolsk
og numerisk. Ligningen x?y” — 5zy’ + 9y = 0 vil i Maplesproget se saledes
ud:

<eq:=xA2xdif f(y(x),x$2) —bxx*xdif f(y(z),x) +9*y(x) = 0;

Bemeerk semikolonet ”;” i slutningen. Man far Maple til at finde den fuld-
steendige lgsning ved at skrive:

< dsolve(eq,y(x));
Hvis man istedet vil have en numerisk Igsning kan man ggre saledes:
< sol = dsolve({eq,ini}, y(x), type = numeric);
hvor ini betyder startbetingelserne, der for eksempel kan specificeres saledes:
<ini:= D(y)(1) =0,y(1) =2

Det betyder y'(1) = 0 og y(1) = 2. Hvis man gnsker at plotte grafen for
lgsningen skriver man:

< odeplot(sol, [z, y(x)], 1..10, numpoints = 200);

Dette sidste kraever at man i Maple har loadet en speciel hjaelpepakke. Det
ggres saledes:
< with(plots);
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B Uddybning af forskellige emner

P4 side 10 blev det foreslaet at vise, at en anden lgsning er yo(z) = ze**. Be-
viset folger her: For at benytte formel (3. 2) skal ligningen (5.2) veere normeret.
Vi dividerer igennem med a og far: 3" + y + ¢y = 0. Heraf fas, at p(v) = b.
Vi glk ud fra, at karakterligningen a\? —i— bA 4+ ¢ = 0 havde en dobbeltrod

A = —=. Med anvendelse af formel (3.2) fas nu:
e_fp(x)dl' efgx 67233
Ya(x) = yl(ff)/—Q dz = yl(x)/ dz = yl(x)/w dz
(o yi €

Da 2\ = —% fas sa:

Pa side 5 blev der neevnt den sakaldte gettemetode, hvor man geetter pa
en partikuleer lgsning til den inhomogene ligning, og derefter prgver om man
har geettet rigtigt. Metoden fungerer ved kvalificeret gaet. Metoden virker, nar
input f(x) er et polynomium, en eksponentialfunktion, sinus— eller cosinus—
funktioner eller kombinationer heraf. D.v.s. sum—differens eller produkt. Man
skal sa geette pa en funktion y,(x) af samme type. Nedenstaende tabel vil
klarggre dette.

f(x) Yp()
x3 Ax3+ Bx?+Cx+ D
€2m AGQI
8sin 2z Acos2x + Bsin2x
bxsin 2z | (Az + B)(C cos2x + D sin 2z)

Men metoden virker ikke, hvis input f(z) er en lgsning til den homogene lig-
ning. Man vil sa ofte kunne klare sig ved at multiplicere geettene fra tabellen
med z.

C Euler-Cauchy ligninger
Vi vil se pa det almindelige tilfeelde af en Euler-Cauchy ligning:

d2y dy
e + cwcd— +by =0 (C.1)
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Det er let at indse, at den karakteristiske ligning far formen

r(r—=1)+ar+b=0 (C.2)

Der er nu tre muligheder for denne 2. grads-ligning:

1.
2.

3.

D > 0. I dette tilfeelde har vi to relle rodder r; og rs.
D = 0. I dette tilfselde har vi en dobbeltrod r.

D < 0. I dette tilfeelde er der et par af kompleks konjugerede rgdder
a+ 90

I de tre tilfeelde far vi at den fuldsteendige lgsning til den homogene ligning
(C.1) er givet ved:

1.
2.

3.

Yp = 1T + cox™?
yp = 12" + cox" Inx

yn = crz® cos(fInz) + cox®sin(flnx)

Bevis:

1.

2.

Trivielt da 2™ og x™ er linesert uathaengige, nar r, # rs.

Vi har en lgsning til (C.1) nemlig z". For = > 0 er den nulpunktsfri og
vi kan da bruge formelen fra ordensreduktion.!

e—fp(ac) dz
Y2 = yl/ D) dx
Y1

Koefficientfunktionen findes ved i ligning (C.1) at dividere igennem
med z?, saledes at vi far p(z) = 2. Dobbeltroden r i ligning (C.2) er

: _ 1-a o o
givet ved r = 17“ = yi(x) =x = og vi far sa:

—[2 dzx —a
e ) x N
ygzyl/de:yl/xla dx:yl/x Ydz =y Inx

Sa mangler vi kun at vise — og det overlades til laeseren — at y; og ys
er linesert uathaengige.

Formel (3.2)
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3.

I dette tilfeelde har vi to forskellige komplekse rgdder. Da ligning (C.2)
er med relle koefficienter fglger det af en ssetning om komplekse poly-
nomier, at rédderne er hinandens kompleks konjugerede. Altsa: r =
a £ 6. Vi har nu to lgsninger til (C.1): yi og y5 givet ved:

yr = ot = gl ne — galneleng(B1ng) + gsin(Blnz)]  (C.3)

yy = 2270 = elemafne — galeleng(BIng) — ysin(Blnz)]  (C.4)

Men de to fundne lgsninger er komplekse funktioner. For at skaffe os
nogle reelle lgsninger danner vi linearkombinationer af y; og vs:

v = U —;yZ _ ealnxcos(ﬁlnm) = z° cos(ﬁlna:) (05)
_yf_y;_aln:v' — % gy
= = sin(Blnz) = 2% sin(B1n z) (C.6)
J

Vi mangler blot at vise, at y; og ys er linezert uathaengige. Ggr det! Og
far sa:
yn = 2%[cy cos(Blnx) + cosin(fInz)]

Hermed er beviset fort.
Opgaver:

—_

Facit:
1.
2.

2%y oy — 12y =0
2%y —3xy +4y =0

CA4x?y" +8xy — 3y =0

222" + 5y =0

Lgs begyndelsesvaerdiproblemet 222y” +5y = 2/x A y(1) =y/(1) =
0

yp = 12?3 4 ey 23

yn = 22[cy + o In

3
CYn = T+ T2

. Yn =7 [crcos(3Inz) + cosin(3 Inz)]

Brug integralformelen og husk pa, hvad der skal sta foran 3”.
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D Bevis for fuldstaendighed

Lad os antage, at funktionerne y; og y» begge er lgsninger til (2.2). Vi ser
nu pa Wronskideterminanten for de to funktioner. I det tilfselde, hvor vi har
at ggre med den simple andenordensdifferentialligning 3" = my er det vist i
de fleste gymnasielaerebgger, at Wronskideterminanten W er konstant. Dette
gaelder desveerre ikke laengere, nar vi har at ggre med den almindelige ligning
(2.2).

Vi har nu at W(y1,y2) = ynivh — y1y2. Da bade y; og yo er to gange
differentiable, er ogsa W differentiabel. Ved differentiation fas:

d

Y = Vil e — Y1 — YiYe = iy — iy (D.1)
Nu udnytter vi, at bade y; og ys er lgsninger til (2.2) og far:
yl = —p(x)yy — q(z)y1 og vy = —p(x)yy — q(x)y2. Ved at indseette dette i
(D.1) fas efter lidt udregning:

d

— W =— w D.2

SW = —p(a) (D.2)
Differentialligningen (D.2) har naturligvis som en af sine lgsninger nulfunk-
tionen, altsa den funktion, der er identisk = 0.
Vi antager nu at W # 0 og far:

d
WW = —/p(x)dx+k & n|W|= —/p(x)dx+k & W] =ek.em /Pl

Vi er ndet frem til, at enten er W = 0 konstant, eller ogsa er W = ky-e~/ P(@)dz
hvor konstanten kg # 0.2

Lad os nu antage, at vi har to lgsninger y; og ys til (2.2), som ikke er
proportionale. Det vil sige at W # 0, men W er ikke ngdvendigvis konstant.
Antag derefter, at y er en tredie lgsning til (2.2). Nu skal vi vise, at y er en
linearkombination y; og ys.
Vi kan argumentere saledes: Da bade y og y; er lgsninger til (2.2) geelder der:

W(y,pn) = kye” I 7@ (D.3)
Tilsvarende da bade y og ys er lgsninger:

W (y,ys) = koe™ 1P (D.4)

2Den opmserksomme laeser vil méske indvende, at funktionen ganget pa konstanten kg
ikke ngdvendigvis er en eksponentialfunktion. Overvej hvad der sker, hvis p(z) = —%.
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Ved udregning af de to determinanter fas derefter:
wh — 'y = ke [P0 (D.5)

Yy — Y'yp = ke /P@I (D.6)

Vi vil opfatte de to ligninger som to ligninger med to ubekendte, nemlig y og
y'. Vi er kun interesseret i y. Vi lgser ligningerne med lige store koefficienters
metode: Vi ganger den gverste med y, og den nederste med y:

YY1y — Yyrye = yakye PO (D.7)

Yy — Y yiye = yikse” PO (D.8)
Ved at trackke (D.7) fra (D.8) fas:
Y(yh — yayr) = yrkae™ I PO — g o= S p()de (D.9)

eller
y-W = yikye™ I P@d2 _ e [p(@)de (D.10)

Nu kan vi isolere y:

effp(w)dx effp(z)dx

—k D.11
W Y1 1 W Y2 ( )

y =k
Da vi fra tidligere har W = ko - e~/ 2®)4% £531 vi nu:
Y=Y~ Y (D.12)

Altsa det gnskede resultat: y = ciy; + cayo, saledes at lgsningen y er vist at
veere en linearkombiation af de to givne lgsninger y;, og ys.
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