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1. Kzadelinjen.

En uelastisk, fuldkommen bajelig kcede er ophceengt i to punkter A og B.
Massen pr leengdeenhed er overalt den samme.
Hvilken kurve vil keeden danne?

Eller med andre ord, hvilken funktion vil beskrive keeden?

1.0, hvor vi husker lidt gammel leerdom.

Undervejs far vi brug for, at det for en differentiabel funktion f(x) gelder, at

J'(x) = lim

h—0

Sx+h)—-f(x)
h .
Heraf kan vi slutte, at det for sma h-vardier gelder, at

J'(x) =

f(x+h2—f(x) Shf'(x)~ f(x+h) - f(x).

Hvis f'(x) er differentiabel, geelder det tilsvarende at 4 f"(x) = f'(x+ h)— f'(x).
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1.1, hvor vi ser pé de kreefter der holder kaden i ro.

Vi indleegger et koordinatsystem og betragter et punkt P(x, f(x)) pa kaeden.

Pz =)

De to dele af kaeden (pa hver side af P) pavirker hinanden med modsatrettede og lige store krefter i

kurvetangentens retning.

— 1
F (snorkraften) er altsa parallel med vektoren (f'( )J og vi kan skrive
X

_ 1 . 1
F=a(x)~(f,(x)j og —F=—a(x)-[f,(x)j,

hvor faktoren a(x) athenger af x.
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1.2, hvor vi viser at a(x) er en konstant.

Vi betragter 2 punkter P, (x,, f(x,)) og P,(x,, f(x,)) pa kurven.

Ka&destykket mellem P, og P, holdes 1 ligevaegt af 171 og —1?2.

— 1 — 1
F :a(xl)'(f,(xl)j og — F, :_a(xz)'(f,(xz)]-

De to kraefter tilsammen skal ophave tyngdekraften (kaden er i ro), dvs. deres sum skal vare en

vektor der peger lodret opad og dermed er forstekoordinaten i deres sum O.

Vi fér ferstekoordinaten a(x,)—a(x,) =0 < a(x,) = a(x,). Da det gelder for alle x-verdier, kan

vi slutte at a(x) er en konstant og vi s&tter a(x) = a.

Summen af de to krafter bliver séa:

oot
f'0x) S'(xy) f'(x) = f1(x,)

Andenkoordinaten i denne vektor kalder vi S.

S=a(f'(x,)— f'(x,)) skal ophaeve tyngdekraften, da kaeden er i ro.
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1.3, hvor vi inddrager tyngdekraften.

Vi betragter nu to punkter pa keedelinjen, der ligger taet pa hinanden:

P(x, f(x)) og P(x+h, f(x+h)), hvor h>0.

\

,_~”P

w+h

o S

Vi regner lidt pd andenkoordinaten i den kraft, der skal ophave tyngdekraften, og fir ved brug af

overvejelserne i afsnit 1.0:

S=aG+h - ) =a-h- ()]

Tyngdekraften er proportional med massen af kadestykket fra P til Py, der igen er proportionalt med
leengden af buen PP,. Vi har altsa
T =k -leengden af buenPP,, hvor k er storrelsen af tyngdekraften pr. lengdeenhed af

snoren.

Hvis vi kan finde leengden af buen PPy, kan vi saledes skrive tyngdekraften som k - l&engden af

denne bue.
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Lengden af buen PP er, nar h er lille, tilneermelsesvis det samme som lengden af linjestykket PP;.

| PP,| kan bestemmes vha. Pythagaros:

f PR = +(f(x+h)= f(x) = B> +(h- f1(0))* =R (1+ £(x)°)

A fxth)-fx) 0
FI
h |PP|=h-yJ1+ f'(x).

Buen PP, er alts4 tilnermelsesvis lig med % -+/1+ f'(x)* , og dermed er tyngdekraften

T=k-h-y1+ f'(x)*|

1.4, hvor vi opstiller en differentialligning.

Da S og T skal ophave hinanden, fér vi ligningen

a-hf1(x)=k-h-l+ f(x)
0

() = S*/l @)

eller, hvis vi s&tter K = ¢ (hvor k er tyngdekraften pr. l&ngdeenhed af snoren og a er en konstant,
a

der afthanger af snorens fysiske egenskaber)

1) = g1+ f(x)? eller d22y=q~ 1+(@j G

Denne differentialligning er ikke sddan at lese, men man kan konstatere, at hvis f{x) er lasning til

(*), sd er f'(x) losning til differentialligningen

_
dx

g-\1+27] (*%)

Med andre ord, hvis vi kan finde en lgsning til (**), s& kan vi ogsa finde en lgsning til (*).
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Differentialligningen (**) er dog heller ikke lige til at lose med de redskaber vi har til radighed,

men den er lost og en losning er

ax _

1.5, hvor vi indferer to nye funktioner.

Funktionerne cosh (leses: cosinus hyperbolsk) og sinh (laeses: sinus hyperbolsk) defineres saledes:

X

e +te

-X

cosh(x) =

X —X

e —e

sinh(x) =

Graferne for de to funktioner ser saledes ud:

sinh =z

-4

Der galder folgende formler:
cosh®(x)—sinh*(x) =1
cosh'(x) = sinh(x)
sinh’(x) = cosh(x)

Opgave:

Bevis de tre formler.
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1.6, hvor vi gar tilbage til losningen af de opstillede differentialligninger.

x __ ,79x
Man kan godt ved direkte regning vise, at z = — er en losning til differentialligningen (**),
men det gar betydelig nemmere hvis man omskriver z til :
z = sinh(gx)

og bruger formlerne fra afsnit 1.5.

1.7, hvor vi leser differentialligningen (**).

I stedet for blot at vise at funktionen z = sinh(gx) er en losning til differentialligningen

4z =g-v1+z* kan vi med lidt snilde lose denne differentialligning:

dx

Ved separation af de variable fas:

%:q 1+z2° <
dx
1
dz = | gqdx
'f 1+2° J.

For at bestemme integralet pa venstre side bruges omvendt substitution.

Visetter z=sinh¢ < ¢=sinh™' z, hvor sinh™ er den omvendte funktion til sinh (den omvendte

funktion eksisterer, da sinh er en voksende funktion).

Endvidere far vi % =cosht < dz=coshudr.
t

Vi indsatter og far sa:

-coshtdt = J-qu = I -coshtdt = qux =

1 1
j-\/1+sinh2t Vcosh? ¢

J-dtzj.qu S t=gx+c &

sinh'z=¢gx+c < z=sinh(gx+c)

Hvis vi leegger koordinatsystemet saledes, at lasningskurven gér gennem (0,0), bliver ¢ =0, og vi
har sé lesningen

z = sinh(¢x).
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1.8, hvor vi drager konklusionen.

Den differentialligning vi egentlig skal lose er

') =g+ f(x)*. *)

I afsnit 1.4 konstaterede vi, at hvis f(x) er losning til (*), sa er f ’(x) losning til

%zq-\/1+22 . (R,
x

Vi har nu fundet en losning til (**) og har dermed
f'(x) =sinh(gx).

Opgave:

Bestem en forskrift for f{x), nar f'(x) = sinh(gx) .

Med lesningen til differentialligningen (*): f"(x)=q -1+ f'(x)*

e +e

£(x)="cosh(gx) = -
q q 2

har vi besvaret det spergsmal, vi startede med: “hvilken funktion beskriver kadelinjen?”.

Konklusion:
Den funktion, hvis graf beskriver wesn =]
keedelinjen, er en hyperbolsk

cosinusfunktion.
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2. Det baerende kabel i en hangebro.

Vi vil nu finde den funktion, der beskriver det beerende kabel 1 en hangebro.

2.1

Overvejelserne om S er pracis de samme som ved kadelinjen, sa vi har

S~a-h-f"(x)

2.2

Med hensyn til tyngdekraften er overvejelserne anderledes.

For en hangebro vil det gelde, at vaegten af kablet er forsvindende lille i forhold til veegten af

vejbanen. Vi ser derfor bort fra kablets masse.

Tyngdekraften kan udtrykkes ved

T=k-h

(hvor k er sterrelsen af tyngdekraften pr. lengdeenhed af vejbanen).
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2.3

Vi fér sa differentialligningen

a-h-f"(x)=k-h
g
14 k
f'(x)=—
a
. k .
og hvis vi s&tter o =g fér vi
f'x)=q (**%).

Opgave:

Vis, at losningen til differentialligningen (***) er f(x)= %qx2 +cx+c,.

Med passende valg af koordinatsystem er ¢; = 0, dvs. lesningen er

f(x):%qszrc.

Konklusion:

Den kurve en heengebros kabel beskriver, er en parabel.

ca=h [= ]
Q. 5m"=2+1
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