Bemærkninger til vedlagte noter om lineære funktioner.

Det har været intensionen med disse noter at udarbejde et undervisningsmateriale, som lægger op til, at alle elever i en 1.hf-klasse på én gang kan arbejde aktivt og selvstændigt med stoffet. Det har været målet, at noterne skal dække stort set alt det, der er pensum (til skriftlig eksamen) om lineære funktioner.

Jeg tror, brugen af regnearket vil hjælpe mange elever, der har svært ved en teoretisk og abstrakt tilgang til emnet. Regnearket hjælper eleverne over problemer med at kunne regne, og det giver ”pæne” tabeller og grafer.

Jeg håber altså, at noterne hjælper eleverne til at få et forhold til, hvad lineære funktioner er for noget, og et redskab til at regne rutineopgaver.

Omvendt mener jeg ikke, at noterne kan stå alene. Jeg forestiller mig, at når eleverne er kommet igennem dem, må der suppleres med beviser og formler -  i hvert fald i et vist omfang. F.eks. synes jeg, at det kun må være de allersvageste elever, der ikke også ”i hånden” kan regne sig frem til funktionsudtrykket for en lineær funktion ud fra to punkter. Dette står jo fortrinligt i mange lærebøger, så det er ikke medtaget her.

Noterne er skrevet under den forudsætning, at der arbejdes med regnearket DUO. Jeg mener, det er et uhyre lettilgængeligt regneark, hvor der meget hurtigt tegnes grafer og laves regression. Men det må være simpelt at omskrive noterne, så de passer til andre regneark, f.eks. Excel.

Introduktion til regneark.

I mange sammenhænge viser det sig, at det er meget smart at bruge et regneark. Det er hurtigt at lave tabeller, og det er hurtigt at få tegnet pæne grafer.

Først skal I arbejde med nogle små eksempler, der viser, hvor hurtig DUO er til at lave tabeller.

1. Tænd maskinen, log jer på, og klik på Regneark og DUO.
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2. Nu viser skærmbilledet en masse felter, hvor søjlerne er angivet med bogstaver, og rækkerne er angivet ved et tal. 

Jeres første opgave er at lave en 17-tabel. Når I skal taste noget ind i dette regne ark, skal I markere den ”celle”, hvor I vil skrive, og så foregår indtastningen i ”indtastningsfeltet” (se figur). Start i feltet a4 med at skrive tallet 1 og i feltet b4 med at skrive a4*17. Skriv herefter i feltet a5: a4+1.

Nu skal regnearket lave resten af arbejdet: Marker med musen feltet a5 og så mange felter nedenunder, som I ønsker i jeres tabel. Klik på Celle(r), og på Kopier ned. Herefter markerer I med musen feltet b4 og felterne nedenunder og klikker igen på Celle(r) og Kopier ned. Nu skulle der gerne stå en 17-tabel  på skærmen.

3. Lav en 19-tabel. Prøv også at lave en 19-tabel, hvor tallene i a-søjlen stiger med 0.5 hver gang.

4. Lav en tabel over kvadrattal (12, 22, 32,…..), kubiktal (13, 23, 33,……) og kvadratrødder. De matematiske regnesymboler fås ved at klikke på  [image: image2.bmp]  og så vælge i listen. 32 skrives f.eks. SQR(3). I kan også bare taste 3^2. 
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 skrives SQRT(3).

5. I kan skrive tekst (f.eks. overskrifter) i de enkelte celler. Det gøres ved at starte med mellemrumstasten.

6. Forestil jer, at I laver følgende forsøg:

Først sætter I et glas på en vægt. Vægten viser, at glasset vejer 78 gram. Så hælder I 10 mL sprit i glasset. Vægten står nu på 86 gram (det passer med, at 10 mL sprit vejer 8 gram). 

Nu bliver I ved med at hælde sprit i – 10 mL ad gangen.

Lav en tabel som denne i DUO (få DUO til at regne flest muligt af cellerne ud):
	Rumfang sprit  (mL)
	Vægten viser  (g)

	0
	78

	10
	86

	20
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	


Grafer.
I DUO er det nemt og hurtigt at få tegnet diagrammer og grafer. Hvis I vil have tegnet et diagram over, hvad vægten viser i 6., kan I gøre følgende:

1. Marker med musen de 9 celler i søjlen med vægten i g. Klik på Graf og Vis Diagram. 

2. I kan også tegne grafer i et koordinatsystem: Først markerer I de to søjler med tal. Klik herefter på Graf og Vis graf(er). 

3. Det ser nu ud, som om punkterne ligger på en ret linje. I kan få tegnet den bedste rette linje gennem punkterne på følgende måde: Klik på Graf og Koordinatsystem. På det bagvedliggende faneblad Graf1, vælger I Lineær funktion. Så kan I klikke på Vis graf(er). Nu tegnes den bedste rette linje, og I kan kontrollere, hvor godt jeres punkter passer med denne linje. 

4. Fra folkeskolen ved I sikkert, at en ret linje i et koordinatsystem kan beskrives ved formlen (forskriften) y = a · x + b. Duo kan vise jer forskriften for den tegnede rette linje på følgende måde: Klik igen på Graf og på Fitningsresultat.

Forhåbentlig kan I læse: y = 0,8 x+78. 

Hvordan vil I tolke tallene 0,8 og 78  ?
Lineære funktioner med regneark.
Utroligt mange steder støder man på, at to størrelser hænger sammen på en måde, der kan beskrives ved en ret linje. Sådanne sammenhænge vil nu blive beskrevet, og I vil se, hvor nemt det er at bruge et regneark til at arbejde med sådanne sammenhænge.

Definition
En lineær funktion er en funktion, der kan beskrives ved funktionsudtrykket


y = a · x + b  .

Eksempel
Funktionsudtrykket y = 2 · x + 3 beskriver en lineær funktion. Denne funktion vil vi nu arbejde lidt med. Først vil vi have DUO til at lave et ”sildeben ” for denne funktion:

Først laver I overskrifter i f.eks. celle c3 og d3. Her skal der stå x hhv. y. Nu skriver I:


Celle c4:
-4

Celle d4:
2*c4+3.
Celle c5:
c4+1

Nu kopierer I disse celler (fra c5 og d4), og så får I forhåbentlig flg. skærmbillede:
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Nu skal I se, hvordan en graf over disse punkter ser ud:


Markér de to søjler. Klik på Graf og Koordinatsystem..

Vælg x og y som tekst til akserne.


Klik på Graf 1, og vær sikker på, at der står D i feltet Søjle til 2. akse.


Klik herefter på Vis graf(er). Nu skulle I gerne have få flg. billede:
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Her ser I en vigtig egenskab ved lineære funktioner:

Egenskab 1:

Punkterne på grafen ligger på en ret linje.

I skal nu forbinde punkterne med den bedste rette linje:

Klik på Graf , Koordinatsystem og Graf 1. Under Graf/funktions-type vælger I Lineær funktion. Til sidst klikker I på Vis graf(er), og I skulle gerne få flg. billede:
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Det ses, at punkterne passer perfekt med den tegnede linje.

Til sidst skal I lige kontrollere funktionsudtrykket for denne linje:

Klik på Graf og Fitningsresultat. Så får I billedet:
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Heraf fremgår det, at linjen kan beskrives ved funktionsudtrykket y = a · x + b, hvor a=2 og b=3, dvs. at funktionsudtrykket er y = 2 · x + 3, og det er jo ikke overraskende, for det var det funktionsudtryk, vi startede med.
Øvelse
Gentag nu hele proceduren med funktionerne med funktionsudtryk:
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I hvert af de fire tilfælde skal I lave et ”sildeben”, tegne punkterne ind i en graf, tegne den bedste rette linje gennem punkterne, og kontrollere, at funktionsudtrykket for den tilhørende lineære funktion netop er det funktionsudtryk, I startede med.
Desuden skal I på alle fire grafer aflæse, hvor den tegnede linje skærer på y-aksen. Er der en sammenhæng mellem dette skæringspunkt og funktionsudtryk for den lineære funktion?

Øvelse
Se igen på de fire eksempler fra foregående øvelse. Aflæs i hvert tilfælde (både ud fra ”sildebenet” og fra grafen), hvor meget y vokser, hver gang x vokser med 1. Er der en sammenhæng mellem denne y-stigning og funktionsudtrykket for den lineære funktion?


Her ser I en anden vigtig egenskab ved lineære funktioner:

Egenskab 2:
En lineær funktion med funktionsudtrykket y = a · x + b opfylder, at grafen (den rette linje) skærer 2. aksen i punktet (0,b), og hver gang x vokser med 1, så vokser y med a. Tallet a kaldes hældnings-koefficienten.
Eksempel: Figuren viser grafen for en lineær funktion f:
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Funktionsudtrykket er altså:  y = 2,5 · x + 4

Øvelse
Aflæs f funktionsudtrykket for de lineære funktioner, hvis grafer er tegnet i koordinatsystemet:
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Da grafen for lineære funktioner altså er rette linjer, er det selvfølgelig nok at have to   punkter i sit ”sildeben” for at kunne tegne en graf.

Træning i lineære funktioner:

Gå ind på internettet under følgende adresse: 

http://home3.inet.tele.dk/pmh/Ommatm.htm
Her vælger I først menupunktet Afsæt ret linje .Der fremkommer flg. vindue:
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Nu skal I klikke på to punkter i koordinatsystemet, der passer ind i funktions-udtrykket forneden. Hvis der bliver tegnet en linje, har I gjort det rigtigt. Så kan I klikke på Ny opgave. Prøv med mindst 10 forskellige funktioner – eller indtil I er helt sikre på, hvordan man tegner en graf ud fra funktionsudtrykket.

Herefter vælger I menupunktet Linjens ligning. Så får I vinduet:
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I indtastningsfeltet skriver I det funktionsudtryk, der passer med den tegnede linje. Regn så mange eksempler, at I føler jer helt fortrolige også at kunne aflæse et funktionsudtryk ud fra en graf.

Vælg herefter menupunktet Parallelle linjer (PMH). I får vinduet:
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Regn så mange eksempler, at I også er fortrolige med dette.

Til sidst vælger I menupunktet Vinkelrette linjer(PMH). I får vinduet:
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Igen skal I regne så mange eksempler, at I har set systemet:
Prøv at formulere en konklusion på det, I fandt ud af under alle fire menupunkter.

I mange eksempler ”fra det virkelige liv” viser det sig, at sammenhængen mellem to størrelser med tilnærmelse kan beskrives ved en lineær funktion.
Eksempel:
Nedenstående tabel viser for en kobbertråd sammenhængen mellem modstanden, målt i ohm, og temperaturen, målt i °C.
	Temperatur  (°C)
	0
	18
	25
	31
	49
	62
	73

	Modstand (ohm)
	56,0
	59,9
	61,5
	62,8
	66,7
	69,5
	71,9


Først skal I v.hj.a. DUO gøre rede for, at sammenhængen kan beskrives ved en lineær funktion: Gå ind i regnearket og tast værdierne ind i to søjler:
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Nu markeres søjlerne, og der tegnes en graf:
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Det ses, at punkterne ser ud, som om de ligger på en ret linje. Det kontrolleres nu nærmere ved at tegne bedste rette linje gennem punkterne og finde funktionsudtrykket for denne linje:
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Nu kan I konkludere:

a) Da punkterne med tilnærmelse ligger på en ret linje, er der tale om en lineær funktion.

b) Funktionsudtrykket for denne funktion er: y = 0,218 · x + 56

Hvis I vil finde ud af, hvad modstanden er ved 80 °C i.fl. denne model, kan I hurtigt finde ud af det. Den funktion, I har fundet ovenfor, er i DUO gemt under navnet funk1. Derfor kan I gøre følgende: F.eks. i celle b15 taster I 80, og i d15 taster I funk1(b15):
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Det fremgår altså, at temperaturen ved 80 °C er 73,4 ohm.

Hvis I omvendt skal bestemme, ved hvilken temperatur modstanden er 65 ohm, kan I bare prøve jer frem med forskellige værdier i celle b15, indtil I rammer tallet 65 i celle d15.
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Det ses altså, at ved en temperatur på 41,3 °C er modstanden på 65 ohm.
I opgaver om lineære funktioner bliver der tit stillet et spørgsmål som : Hvor meget stiger modstanden, når temperaturen stiger med 5°C?

Dette kan man hurtigt svare på ved at sige: Hældningskoefficienten er stigningen i modstand for en stigning på 1°C. Derfor vokser modstand for en temperaturstigning på 5 °C med 5·a = 5 · 0,218 ohm = 1,09 ohm.

Øvelse
Regn forskellige tidligere eksamensopgaver om lineære funktioner ved at udnytte regnearket som i foregående eksempel.

Eksponentiel vækst med regneark.

Definition:
En eksponentiel vækst er en funktion, der kan beskrives ved et funktionsudtryk af formen



y = b · ax  .

Eksempel 1
I et laboratorium er man interesserede i at se, hvordan en bakteriekoloni udvikler sig som tiden går. Forestil jer, at man ved start har 1000 bakterier, og at dette antal vokser med 20% hver time.

Efter 1 time har man så 1000 · 1,20 = 1200 bakterier. (Husk, at når man skal lægge 20% til et tal, kan man let gøre det ved at gange med fremskrivningsfaktoren 
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Efter 2 timer har man 1200 · 1,20 = 1440 bakterier. 

Nu skal DUO lave de videre udregninger for os:

I cellerne a2 og d2 skriver I overskrifterne ”Tidspunkt” og ”Antal bakterier”. (Husk at starte med et mellemrum, da det jo er en tekst). 

I celle a3 skriver I 0, og i celle d3 skriver I 1000. Det var startværdierne.

I celle a4 skriver I a3+1, og i celle d4 skriver I d3*1,20.

Herefter kopierer I disse celler ned (fra a4 og d4). Da antallet af bakterier selvfølgelig er et helt tal, kan I undgå decimaler ved at Klikke på Format  og  Decimaler og herefter sætte antal decimaler til at være 0.

Forhåbentlig får I følgende skærmbillede:
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Det ser ud, som om antallet vokser hurtigere og hurtigere. Det er lettere at få et overblik over udviklingen ved at tegne en graf:

Marker de to søjler. Klik på Graf og Koordinatsystem.

Vælg x og y som tekst til akserne.

Klik på Graf 1, og vær sikker på, at der står D i feltet Søjle til 2. akse. Klik desuden på Blød kurve.
Klik herefter på Vis graf(er). Nu skulle I gerne have følgende billede:
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Her ses det meget tydeligt, at kurven bliver stejlere og stejlere.

Det kan være meget svært at afgøre, om en sådan ”krum” graf faktisk er en eksponentiel vækst. Derfor er der et lille trick, man kan bruge:

Gør alt det samme som ovenfor, men I vinduet Koordinatsystem klikker I på Logaritmisk under 2. akse:
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Ved klik på Vis graf(er) skulle I så gerne få følgende frem:
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Her ser I nu en meget vigtig egenskab for denne slags funktioner:

Egenskab 1:
Punkterne ligger på en ret linje, når man vælger 1.aksen normal og 2.aksen logaritmisk. Dette kaldes et enkeltlogaritmisk koordinatsystem.

Dette bakterieeksempel er faktisk et eksempel på eksponentiel vækst. Det kan vi se, hvis vi får DUO til at finde funktionsudtrykket: Klik igen på Graf og Fitningsresultat:
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Heraf kan vi se, at funktionsudtrykket er y = b · ax, hvor b = 1,00 · 103 =  1000 og a = 1,20. Dvs: y=1000 · 1,20x. Altså er det et funktionsudtryk som passer med definitionen. 
Nu skal I arbejde med flere eksempler på funktionsudtrykket  y = b · ax.
Eksempel 2
Funktionerne givet ved funktionsudtrykkene  y = 16 · 1,42x  og  y = 24 · 0,81x   er eksponentielle udviklinger. Disse to eksempler skal der nu arbejdes med i regnearket DUO.  Først arbejdes med y = 16 · 1,42x:


For at lave et ”sildeben” for denne funktion, taster I følgende:

Celle c3 og d3: Her skriver I overskrifterne ”x” og ”y”. Husk at starte med mellemrumstasten. Herefter:

Celle c4:
-4

Celle d4:
16*1,42^c4

Celle c5:
c4 + 1

Herefter kopierer I disse celler ned (fra c5 og d4), og så får I forhåbentlig følgende skærmbillede:
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Herefter skal I tegne grafen for denne funktion, både i et almindeligt koordinatsystem og i et enkelt-logaritmisk koordinatsystem. Det skal I gøre på samme måde som i Eksempel 1. Hvis I gør det rigtigt, skulle I gerne få følgende grafer:
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Her kan I igen se den vigtige egenskab ved en eksponentiel vækst:

Egenskab 1:

Grafen bliver en ret linje i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem.

Nu skal I tegne den bedste sammenhængende graf gennem disse punkter. Klik på Graf, Koordinatsystem og Graf 1. Under Graf/ funktionstype vælger I  Eksponentiel udvikling. Til sidst klikker I på Vis graf(er), og I skulle gerne få følgende billeder:
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Punkterne passer altså perfekt med de tegnede kurver.


Til sidst skal I lige lade DUO kontrollere funktionsudtrykket for disse grafer:


Kilk på Graf og Fitningsresultat. Så får I billedet:
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Her kan I altså se, at funktionsudtrykket er y = b · ax, hvor b = 16 og a = 1,2. Dvs funktionsudtrykket er y = 16 · 1,2x, og det er ikke overraskende, for det var jo det udtryk, vi startede med.

Øvelse 1
Gentag hele eksempel 2 bare med funktionsudtrykket y = 24 · 0,81x.

Øvelse 2
Tegn i DUO graferne for funktionerne med funktionsudtryk

a) y = 1,5 · 2,2x
b) y = 3,5 · 2,2x
c) y = 19 · 1,08x
d) y = 19 · 4x
e) y = 19 · 0,75x
f) y = 34 · 0,42x
I hvert af de seks tilfælde skal I tegne et ”sildeben”, tegne punkterne ind i en graf, tegne grafen (både i et almindeligt og i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem) for den eksponentielle udvikling, der går gennem disse punkter, og kontrollere, at funktionsudtrykket for denne eksponentielle udvikling netop er det udtryk, I startede med.

Desuden skal I aflæse på alle seks grafer, hvor den skærer y-aksen. Er der en sammenhæng mellem dette skæringspunkt og funktionsudtrykket?

Nu skal I se, hvilken betydning tallet a i funktionsudtrykket har for grafen. Derfor skal I vende tilbage til eksempel 2. Her havde I funktionsudtrykket y = 16 · 1,42x. Forhåbentlig fandt I ovenfor ud af, at den tilhørende graf skal skære y-aksen i punktet (0, 16). Nu skal I prøve at regne ud, hvor meget y bliver ganget med, hver gang x vokser med 1. I en tilfældig celle i regnearket med eksempel 2 taster I nu d5/d4 og ser forhåbentlig, at resultatet er 1,42. Prøv i stedet at taste d9/d8 og d14/d13. I alle tilfælde bliver resultatet altså 1,42. Konklusionen er, at ligegyldigt hvilken y-værdi I starter med, så bliver denne y-værdi ganget med 1,42, når I går til det punkt, hvor x-værdien er blevet 1 større. Og pointen er, at denne fremskrivningsfaktor netop er tallet a fra funktionsudtrykket.

Øvelse 3
Kontroller, at fremskrivningsfaktoren i de seks eksempler i øvelse 2 netop er a fra funktionsudtrykket.


Herved har I fundet frem til:

Egenskab 2:
En eksponentiel udvikling med funktionsudtryk y = b · ax opfylder, at grafen skærer 2. aksen i punktet (0, b), og at fremskrivningsfaktoren er a, når x vokser med 1.

Hvis x ikke vokser med 1, men f.eks. med 3, svarer det jo til, at y-værdien bliver ganget med a for hvert ”skridt”, dvs. at y bliver ganget med a3. Det kan formuleres:

Når x vokser med h, bliver y ganget med ah (fremskrivningsfaktoren er ah).

Dette kan også illustreres i ”sildeben”:
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Øvelse 3
Kig igen på funktionen fra Eksempel 2. Vis i DUO, at fremskrivningsfaktoren er 1,23, når x vokser med 3. Dvs. I skal i en tom celle taste f.eks. d5/d2 og i en anden celle taste 1,2^3 og så se, at det giver det samme.  

Øvelse 4
Kontroller også af fremskrivningsfaktoren er ah i eksemplet fra Øvelse 1.

Øvelse 5
I nogle af eksemplerne fra Øvelse 2, var der tale om voksende funktioner (grafen går opad), i andre eksempler var der tale om aftagende funktioner (grafen går nedad).


Prøv at finde et system, så I ud fra funktionsudtrykket kan se, om det er en voksende eller aftagende funktion.
Træning i eksponentielle udviklinger:

Gå ind på internettet på følgende adresse:

http://home3.inet.tele.dk/pmh/Ommatm.htm
Vælg menupunktet Eksponentiel vækst og herefter Bestem fremskrivningsfaktor.

Så skulle I gerne have skærmbilledet:
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Aflæs nu fremskrivningsfaktoren a for den funktion, hvis graf er tegnet (i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem), tast det ind i indtastningsfeltet, og klik på OK.

Gentag med nye opgaver, indtil I føler jer helt fortrolige med at aflæse fremskrivningsfaktoren.

Herefter går I ind under menupunktet Eksponentielle udviklinger med samme fremskrivningsfaktor. Det giver følgende skærmbillede:
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Her skal I tegne grafen for en eksponentiel udvikling, der har samme fremskrivningsfaktor som den, der allerede er tegnet. Grafen skal gå gennem det violette punkt, så I skal bare klikke på yderligere ét punkt.


Løs nye opgaver, indtil I også er fortrolige med dette.


Fordoblingskonstant.


Som I sikkert så i det foregående, kan tallet a i funktionsudtrykket y = b · ax bruges til at forælle noget om, hvor hurtigt funktionen vokser (a > 1) eller aftager (0 < a < 1).

Til dette kan man også bruge det, der hedder en fordoblingskonstant.
Kig endnu engang på funktionen fra eksempel 2 (y = 16 · 1,20x). Vi ved, at grafen går gennem punktet (0, 16). Nu skal I finde ud af, hvad x skal være, for at den tilhørende y-værdi er det dobbelte af 16 – altså 32. Kig igen på regnearket: På ”sildebenet” kan I se, at x skal være mellem 3 og 4. Prøv at gætte på 3,75 og skriv det i celle f8. I celle g8 taster I så: 16*1,20^f8. Resultatet bliver 31,70, og dette er ikke godt nok.
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Fortsæt nu med at gætte på andre værdier i celle f8, indtil der i celle g8 står 32. Det kan være smart at lade DUO regne med flere decimaler for at få resultatet ret præcist:
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Konklusionen er altså, at x skulle vokse fra 0 til 3,8018 for at y-værdien bliver fordoblet.


Hvad nu, hvis I ikke var startet på x=0, men f.eks. på x=2?


Prøv jer igen frem i DUO, indtil I også her får y-værdien fordoblet, dvs. får en y-værdi på 46,04.
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Forhåbentlig ser I, at x skal være 5,8018. Og da x startede på 2, kan I se, at x skulle vokse med 5,8018 – 2 = 3,8018. Det var jo det samme som før.

Øvelse 6:
Prøv at se på andre x-værdier, og se, at det stadigvæk er samme x-stigning, der fordobler y-værdien.

Konklusion:
Ligegyldigt i hvilken x-værdi man starter, skal x vokse med det samme tal, for at y bliver fordoblet. Dette tal kaldes fordoblingskonstanten T2.

Det er kun voksende eksponentielle udviklinger, der har en fordoblingskonstant. Hvis der i stedet er tale om en aftagende funktion, indfører man på samme måde en halveringskonstant.

Eksempel:
Se på funktionen med funktionsudtryk y = 24 · 0,81x. I DUO kan man med forskellig startværdi for x prøve sig frem til, hvornår y-værdien er halveret:
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Igen ser I, at ligegyldigt hvilken x-værdi I starter ved, så skal denne x-værdi vokse med 3,2894 for at y-værdien bliver halveret. Dvs, at T½ = 3,2894.
Træning i fordoblingskonstant/halveringskonstant.

Gå igen ind på internettet på samme side som før:  http://home3.inet.tele.dk/pmh/Ommatm.htm
Vælg menupunkt Eksponentiel vækst og Halverings-/ fordoblingskonstant.
Så fremkommer skærmbilledet:
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Nu skal I tegne grafer (i enkeltlogaritmisk koordinatsystem) for de eksponentielle udviklinger, der den angivne fordoblings- eller halveringskonstant. Det gøres ved blot at klikke på yderligere et punkt, som grafen skal gå igennem.

Regn så mange opgaver, at I føler jer fortrolige.

Opgaver med eksponentielle udviklinger.

I mange eksempler ”fra det virkelige liv” har man et talmateriale, og så vil man gerne påvise, at der er tale om eksponentiel vækst. Også her kan et regneark være meget velegnet.

Eksempel 3
Nedenstående tabel viser udviklingen i medicinalbranchens samlede investeringer i forskning, i perioden 1970 – 2000.
	År
	1970
	1975
	1980
	1985
	1990
	1995
	2000

	Investeringer

(mia. dollar)
	0,619
	1,06
	1,98
	4,08
	8,42
	15,2
	26,0



Vi vil nu v.hj.a. DUO gøre rede for, at der er tale om en eksponentiel udvikling: Gå ind i regnearket, og tast værdierne ind i to søjler. Da det er uhensigtsmæssigt at regne med de store tal, der er i årstallene, indføres et x, der angiver, hvor mange år der er gået siden 1970:
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Nu markeres søjlerne c og e, og der tegnes en graf, både i et almindeligt koordinatsystem og i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem:
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Det ser ud, som om punkterne ligger rimeligt på en ret linje i det enkeltlogaritmiske koordinatsystem. Det kontrolleres nu nærmere ved at tegne grafen for den bedste eksponentielle udvikling gennem punkterne: 
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Det ser meget pænt ud, så heraf kan vi konkludere, at investeringerne med tilnærmelse er vokset eksponentielt (som en eksponentiel udvikling).

For at få funktionsudtrykket for denne eksponentielle udvikling, klikkes på Graf og Vis fitningsresultat:

[image: image41.png]Fitningsresultat - Ark 4

i Rediger
Grafrr. 1

Den eksponentielle udvikling med forskriten
1) = bEXP(kx) eller (x) = branx_er givet ved

k=0,128
b=0588
a=1.14

Fordoblingskanstanten = 540
Funktionen kan benyttes i regnearket under betegnelsen funk!




Det kan heraf ses, at funktionsudtrykket er y = 0,588 · 1,14x.

Hvis I vil lave en prognose for, hvad investeringerne vil være i 2010, hvis de følger udviklingen, kan I hurtigt finde ud af det. Ovenfor står, at det funktionsudtryk, DUO har fundet frem til, er gemt under navnet funk 1. Derfor kan I i regnearket blot gøre følgende: F.eks. i celle c12 tastes 40 (da år 2010 svarer til x = 40). I celle e12 tastes herefter funk 1(c12):
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Heraf kan I se, at der i år 2010 ifølge udviklingen skal investeres 100,4 mia. dollar.

I kan også nemt finde ud af, hvornår der første gang investeres mere end 75 mia årligt: Prøv jer bare frem i celle c12:
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Heraf ses, at i 2008 vil der for første gang være investeret mere end 75 mia. dollar.

I kan også finde fordoblingskonstanten:
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Når x vokser fra 0 til 5,39, bliver y fordoblet. Altså er fordoblingskonstanten 5,39 år.

Man kan måske være interesseret i, hvor mange procent investeringerne er vokset på 8 år. Da fremskrivningsfaktoren for en x-stigning på 8 jo er a8, må den procentvise stigning i en 8-års-periode så være (a8 – 1) · 100% = (1,148 – 1) · 100% = 185%.
Øvelse 7
Regn nogle tidligere eksamensopgaver om eksponentiel vækst ved at udnytte regnearket som i foregående eksempel.
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