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Euklids konstruktion af femkanten

Et uddrag af saetninger fra Euklids Elementer, der forer frem til konstruktionen af den regu-
lzere femkant.

0. Forudseetninger, definitioner og notation

Elementerne bestar af 13 bager, der i al korthed har felgende indhold:

Bog I: Elementare konstruktioner (»Trekantens geometri«)

Bog II: Geometrisk Algebra (»Firkantens geometri«)

Bog II1: Cirklens Geometri

Bog IV: Regulere Polygoner (»Femkantens geometri«)

Bog V: Sterrelseslaren (»Antikkens differential- og integralregning«)
Bog VI: Ligedannethed

Bog VII-IX: Talteori

Bog X: Irrationale tal (Bygger pa Theaitetos’ athandling)

Bog XI: Rumgeometri

Bog XII: Areal og Volumen
Bog XIII: Konstruktion af de 5 regulare polyedre

Indholdsfortegnelsen giver et vist indtryk af, hvor omfattende et vark det er. Men det, som kom til
at praeege andslivet siden, er strukturen 1 begerne. Euklid gar frem pa folgende made:

Forrest er alle de definitioner (23 1 alt), han far brug for i bog I. Den forste definition i bogen er
simpelthen: »1. Et punkt er det, som ikke kan deles.« Bang — hverken forord eller anden snak, men
lige pé.

Dernest folger de postulater (aksiomer) (5 1 alt), han mener, er ngdvendige for denne geometri.

Og endelig satter han nogle almene aksiomer op (5 1 alt), som danner grundlag bade for geome-
trien og for al anden matematik.

Den sidste gruppe giver en slags regler for, hvordan vi logisk argumenterer os frem.

Herefter klor han pa med s@tning efter setning, hvor han skelner mellem konstruktioner — der af-
sluttes med »hvilket skulle gares«, forkortet hsg — og beviser — der afsluttes med »hvilket skulle be-
vises«, forkortet hsb; den mere beremte latinske forkortelse qed, der star for »quod erat demonstran-
dum« anvendes stadig 1 mange matematikboger.

OVELSE

Prov at overveje, hvor der er ligheder, og hvor der er forskelle mellem Euklids matematikbog og
opbygningen af moderne matematikbgger.



Euklids konstruktion af femkanten

bl S

oW

10.

11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.

19.

20.

EUKLIDS ELEMENTER*
BOG 1
Definitioner

Et punkt er det, der ikke kan deles.

En linie er en lengde uden bredde.

En linies begraensninger er punkter.

En ret linie er en linie, som ligger /ige mellem punkterne pa
den.

En flade er det, der kun har en leengde og en bredde.

En flades begrensninger er linier.

En plan flade er en flade, som ligger /ige mellem de rette li-
nier i den.

En plan vinkel er heldningen mellem to linier, der ligger i
samme plan, har et punkt felles og ikke ligger pa en ret li-
nie.

Naér de linier, der indeslutter vinkler, er rette, kaldes vinklen
retliniet.

Nér en ret linie er oprejst pa en anden, sa at de ved siden af
hinanden liggende vinkler bliver lige store, er enhver af de
lige store vinkler ret; og denne rette linie, der er oprejst pa
den anden, kaldes vinkelret pa denne.

Em stump vinkel er en vinkel, som er sterre end en ret.

En spids vinkel er en vinkel, som er mindre end en ret.

En omkreds er begrensningen af noget.

En figur er det, der indesluttes af en eller flere omkredse.

En cirkel er en plan figur, indesluttet af en sddan linie (som
kaldes periferien), at alle de rette linier, der kan trekkes ud
til den fra et inden for figuren liggende punkt, er indbyrdes
lige store.

Dette punkt kaldes centrum i cirklen.

En diameter i cirklen er en ret linie, trykket gennem centrum
og begranset til begge sider af cirkelperiferien, og den hal-
verer ogsa cirklen.

En halvcirkel er en figur, som indesluttes af en diameter og
den af diameteren afskérne periferi. Halvcirklens centrum er
det samme som cirklens.

Retliniede figurer er sddanne, som indesluttes af rette linier:
tresidede, som indesluttes af tre, firesidede af fire, flersidede
af flere end fire rette linier.

Af tresidede figurer kaldes den, der har alle tre sider lige sto-
re, en ligesidet, den som kun har to sider lige store, en lige-
benet, og den, som har alle tre sider ulige store, en skav tre-
kant.

Notation

21.

22.

23.

Side 3 af 17

Af tresidede figurer kaldes endvidere den, der har en ret
vinkel, en retvinklet, den, der har en stump vinkel, en stump-
vinklet, den, der har alle tre vinkler spidse, en spidsvinklet
trekant.

Af firesidede figurer kaldes den, der bade er ligesidet og ret-
vinklet, et kvadrat, den, der er retvinklet, men ikke ligesidet,
et rektangel, den, der er ligesidet, men ikke retvinklet, en
rhombe, den, der bade ar modstdende sider og vinkler lige
store, men hverken er ligesidet eller retvinklet, en rhomboi-
de, de gvrige firesider kunne kaldes trapezer.

Parallelle linier er rette linier, der ligger i samme plan, og
som, nér de forlaenges ubegrenset til begge sider, ikke me-
des til nogen af siderne.

Forudscetninger

Lad det vaere forudsat:

1.

At man kan traekke en ret linie fra et hvilket som helst punkt
til et hvilket som helst andet punkt.

At man kan forleenge en begranset linie i ret linie ud i eet.
At man kan tegne en cirkel med et hvilket som helst centrum
og en hvilken som helst radius.

At alle rette vinkler er lige store.

At nér en ret linie skaerer to rette linier og de indvendige
vinkler pa samme side er mindre end to rette, sa mades de to
linier, nar de forleenges ubegraenset, pd den side, hvor de to
vinkler, der er mindre end de to rette, ligger.

Almindelige begreber

Sterrelser, der er lige store med samme sterrelse, er indbyr-
des lige store.

Nar lige store sterrelser legges til lige store sterrelser, er
summerne lige store.

Nar lige store storrelser traekkes fra lige store sterrelser, er
resterne lige store.

Sterrelser, der kan dekke hverandre, er indbyrdes lige store.
Det hele er storre end en del deraf.

Der henvises til de 5 aksiomer (almindelige begreber) med al (aksiom 1), a2, a3, a4 og a5.
Der henvises til Euklids egne satninger med f.eks. I, 35: Bog I, s@tning 35.
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1. Euklids bevis for Pythagoras’ leeresatning

SATNING 1 (1, 35)

Parallelogrammer p& samme grundlinje mellem de samme paralleller er lige store.

FIGUR

BEVIS

Vi viser forst, at trekant ABE og trekant CDF er kongruente:

|AB| = |CD , da de er modstéende sider i et parallelogram.

|AE | = |DF , da de er modstéende sider i et parallelogram.

Tilsvarende galder, at |BC| = |AD , 0g |AD| = |EF , dvs. ifolge al er |BC| = |EF| .

Af a2 folger s4, at |BC| +|CE| = |EF| + |CE , 0g hermed |BE| = |CF| (se figur).

Da trekanterne ABE og CDF har tre sider parvis ens, er de kongruente (kan dekke hinanden ved en
flytning).

Vi ser pa hele figuren ABFD. Fra denne figur fjernes forst trekant ABE — herved fremkommer paral-
lelogrammet AEFD. Fra ABFD fjernes sd trekant CDF — herved fremkommer parallelogrammet

ABCD. Da vi har fjernet lige meget fra ABFD, er resterne lige store (a3), dvs. de to parallelogram-
mer er lige store, som vi enskede at vise.
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SAETNING 2 (1, 41)

Nar et parallelogram har samme grundlinje som en trekant og ligger mellem de samme paralleller,
er parallelogrammet dobbelt sa stort som trekanten.

FIGUR

B C E F

BEVIS

Vi tegner linjen gennem D parallel med AE, og punktet F' fremkommer.
Fra setning 1 har vi, at parallelogrammerne ABCD og AEFD er lige store, og da AEFD er dobbelt
sa stor som trekant AED, har vi det gnskede.
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SATNING 3 (1, 47)

I en retvinklet trekant er kvadratet pa den side, der ligger over for den rette vinkel, lig summen af
kvadraterne pa de sider, der indeslutter den rette vinkel.

Vi bemerker, at dette er Pythagoras’ saetning!

FIGUR

BEVIS

Vi konstruerer forst kvadrater pa 3 sider (se figur). Herefter tegnes linjerne £C, BD og hejden fra C,

og punkterne H og F fremkommer. Vi indser forst, at trekant ABD og trekant ACE er kongruente:
|AB| = |AE| og |AD| = |AC| (siderne 1 samme kvadrat).

Vinkel 4 i de to trekanter er ogsé ens, da de begge er en ret vinkel + vinkel A4 i trekant ABC.

Heraf folger s4, at trekanterne er kongruente (to sider og en mellemliggende vinkel parvis ens).

Vi bemerker nu, at parallelogrammet AHFE og trekant ACE har samme grundlinje og ligger mel-
lem de samme paralleller, altsé er parallelogrammet dobbelt sa stort som trekanten ifelge s@tning 2.
Det samme galder om parallelogrammet ACGD og trekant ABD. Da trekant ABD og trekant ACE er
kongruente, folger, at AHFE og ADGC er lige store, altsd at rektanglet AHFE er lig kvadratet pa AC.
P& samme made kan vi vise, at rektanglet HBIF er lig kvadratet pd CB (gor det selv ved at benytte
nedenstdende figur). Heraf folger sa, at AHFE + HBIF = |AC|2 +|CB
da AHFE + HBIF =|AB[ .

2, og hermed er det gnskede
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2. Euklids konstruktion af det gyldne snit

SATNING 4 (11, 6)

Nér en ret linje er halveret, og en anden ret linje er afsat i forlengelse af den, sa er det rektangel, der
indesluttes af hele linjen og dens forlengelse, samt kvadratet pa halvdelen, lig kvadratet pa den rette
linje, der er sammensat af halvdelen og forleengelsen.

BEMARKNING

Dette er et eksempel pé det, vi kalder geometrisk algebra, dvs. »en algebraisk satning oversat til
geometri«. Setningen virker meget uigennemskuelig; men indholdet er det samme som det, vi kal-
der kvadratet pa en toleddet storrelse:

(a+b)2 =a’>+b* +2ab

Satningen bliver brugt meget af Euklid i de naste satninger, sé det er en god idé at leere og forsta
setningens geometriske indhold.

A7 a D a B b C
I
a bAF

Den givne rette linje er AB, og forlengelsen er BC, og AB halveres i D. CE er afsat lig BC, og CF er
afsat lig DC. Sztningen siger nu, at rektanglet bestemt af siderne AC og CE samt kvadratet pd DB
er lig med kvadratet pd DC. Ved at se pa figuren ser vi, at dette er det samme som at indse, at de to
skraverede rektangler er ens (prov selv at vise det!).

Hvis vi sa&tter |AD| =a og |BC | = b, bliver det algebraiske indhold af s@tningen:

Rektanglet bestemt af AC og CE plus kvadratet pd DB: (2a+b)b+a” =2ab+b*> +a’.

Kvadratet pa DC: (a+ b)2 .

Altsa siger s@tningen: (a + b)2 =a’+b*+2ab.
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Inden vi gar videre med Euklids neeste saetning (I, 11), lidt om »det gyldne snit«:
DEFINITION

Vi ser pé et linjestykke 4B. Linjestykket siges at vere delt 1 det gyldne snit ved punktet H, hvis

|48 _|4H|
|4H|  |BH]
BEM/ERKNING

Vi ser, at dette er det samme som
|AH |2 = |AB||AH | (vi har ganget overkors),

eller som Euklid ville sige: Kvadratet pd AH er lig med rektanglet bestemt af 4B og BH.

FIGUR

BEMARKNING

Hvis vi vil bestemme, hvor H skal ligge pa linjestykket AB, kan vi gere folgende:
Vi sztter |AB| =a (kendt tal) og s®tter det sogte linjestykke |AH | =Xx.

Hermed er |BH| =g —x. Vi far nu ved at indsatte disse starrelser i |AH|2 = |AB||AH| :
x° :a(a—x)<::>xz+ax—a2 =0
Ved at lgse denne andengradsligning, fas
—a++5a° a (\/g - 1)
X=— S x=——"~.
2 2
x kan sdledes bestemmes, nér vi kender a.

Vi skal nu se, hvordan Euklid konstruerer punktet H, altsd det punkt, der deler 4B i det gyldne snit.
Vi bemerker, at Euklid hermed faktisk har lost en andengradsligning geometrisk.

(Hverken Euklid eller andre greeske matematikere anvendte begrebet »det gyldne snit«, selv om de
med stor sandsynlighed kendte og vaerdsatte dets egenskaber. Begrebet dukker forst op 1 renassan-
cen (nogle steder: »det guddommelige forhold«, andre steder: »den gyldne brek«) for endelig at
vinde fodfaeste som et anerkendt begreb i1 det 19. drhundrede).
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SATNING 5 (1L, 11)

At dele en given ret linje, sdledes at det rektangel, der indesluttes af hele linjen, og det ene af styk-
kerne, er lig kvadratet pa det andet stykke.

BEVIS

Vi betegner det givne linjestykke med 4B. Vi skal sa bestemme et punkt H, séledes at
|4H|" =|4B||AH]|
Euklid gér nu frem i folgende skridt (prov selv at tegne figuren efterhanden):
Kvadratet ABCD konstrueres.
Siden AD halveres i punktet E.
AD forlenges ud over 4.
Cirklen med centrum i £ og radius EB tegnes. Denne cirkel skerer 4D’s forlengelse 1 F.
Cirklen med centrum i 4 og radius AF tegnes. Denne cirkel skaerer AB i det segte punkt H.
Kvadratet AFGH tegnes.
Linjen gennem G og H skerer DCi K.

Nk L —

Euklid argumenterer nu pa folgende made (se ogsa figur):
Vi ser, at DA er halveret 1 E, og AF er forlengelsen, dvs. ifelge s@tning 4 gelder der, at

|DF||AF| +|AE[ =|EF| da |EF|=|EB

, fas
da trekant ABC er retvinklet, fas

DF||AF|+|AE|* =|EB|
| || |+| | | | |EB|2=|AB|2+|AE

2 . + o
, som indsattes, og vi far

|DF||AF| + |AE|2 = |AB|2 + |AE|2 Vi fjerner |AE|2 fra begge sider og fér
|DF||AF| =| 48| da |4F|=|FG
|DF||FG|=|4B[

, fas

Vi fér saledes, at rektanglet bestemt af siderne DF og FG er lig med kvadratet pa 4B. Euklid fjerner
nu fra disse lige store figurer rektanglet bestemt af siderne 4D og AH (se figur). Resterne bliver da
henholdsvis kvadratet pa 4H og rektanglet bestemt af siderne BC og BH, altsé gaelder:

|AH|" =|BC||HB|, og da |BC| =|4B|, fis det enskede: |AH|" =|AB||HB].
P G
y el B
b Z c
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3. Euklids setninger om et punkts potens mht. en cirkel

SATNING 6 (111, 36)

Hvis der fra et punkt uden for en cirkel tegnes en linje, der rerer cirklen i et punkt 7 (dvs. linjen er
tangent til cirklen i1 7), og en vilkérlig linje, der skerer cirklen i R og S, s& gaelder det altid, at

|PR||PS|=|PT[ .
BEVIS

Euklid viser forst s@tningen, nar linjen, der skarer cirklen i R og S, ogsa gér gennem cirklens cen-
trum C. Herefter benytter Euklid dette bevis til at vise, at det ogsd gaelder for en vilkarlig linje.

FIGUR 1 FIGUR 2

Linjen fra C til T tegnes (star vinkelret pa tangenten i 7). Vi ser nu, at RS er halveret af C, og PR er
forlengelsen. Af s@tning 4 folger da, at

|PS||PR| +|RC|2 :|PC|2 da |RC| :|TC| (radier i cirklen), fés

|PS||PR|+|TC[" =|PC|"  og hermed

) ,  ogda trekant PTC er retvinklet, fis af Pythagoras

|PS||PR| =|PC| -|TC]| , , , , , ,
|PT|" +|TC|" =|PC|" og hermed |PT|" =|PC|" -|TC] .

Ps||Pr|=|Prf

Vi tegner linjerne PC, RC, SC og CM, hvor M er bestemt som midtpunkt af RS. Vi bemarker nu, at
trekant RCS er ligebenet, dvs. medianen CM bliver ogsé hejde 1 trekanten, altsd er trekanterne RCM
og PCM retvinklede. Ved at benytte s@tning 4 igen, fas

|PS||PR| + |RM|2 = |PM|2 ved at legge |CM|2 til pa begge sider, fas
|PS||PR| + |RM|2 + |CM|2 = |PM|2 + |CM|2 ved at anvende Pythagoras pa trekant RCM og PCM .
|PS||PR|+|RC|" =|PC’

Hermed er vi tilbage i tilfelde 1.
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SATNING 7 (111, 37)

Hvis der fra et punkt 4 uden for en cirkel treekkes to linjer, hvor den ene skearer cirklen i punkterne
R og S, og den anden har faellespunktet D med cirklen, og der yderligere gelder, at

2
s

|4R||4S|=|4D

da er linjen AD tangent til cirklen.
Vi bemerker, at dette er den »omvendte« sa&tning til setning 6.

FIGUR

Vi tegner tangenten fra A4 til T (se figur) og far sdledes, at

|4R||4S| =|AD|"  (forudsatning)
|AR||AS| = |AT|2 (fra setning 6).

Af dette fas, at |AD|2 = |AT 2, og hermed at |AD| = |AT|.

Vi tegner nu linjerne CD, CT og AC. Trekanterne ADC og ACT er kongruente (tre sider parvis ens).
Heraf folger, at vinkel D er ret, og linjen AD er sdledes tangent til cirklen.
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4. Centervinkel, periferivinkel og kordetangentvinkel
Vi tegner en cirkel med centrum i punktet O. En vinkel med toppunkt i O kaldes en centervinkel.

En centervinkel er lige s stor som den bue, den spaender over.

DEFINITION

En vinkel, der har toppunkt pé cirkel periferien og begge ben som korder til cirklen, kaldes en peri-
ferivinkel.

SATNING 8
En periferivinkel er halvt s& stor som den bue, den spander over.

FIGUR

A

BEVIS
Beviset opdeles i tre dele:
1. Periferivinklen har et ben som diameter.

2. Periferivinklen har et ben pé hver side af diameteren tegnet fra vinklens toppunkt.
3. Periferivinklen har begge ben pa samme side af diameteren.
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Det viser sig nu, at nar 1 er vist, kan dette bruges til bevis for 2 og 3.

Bevis for 1:

Vi skal saledes vise, at buen BC er 2v (se figur).

a) Vi ser forst, at trekant OAB er ligebenet, dvs. vinklerne ved grundlinjen er lige store (v).
b) Vinkel O er derfor 180° — 2v.

c) Altsa er vinkel O i trekant OBC lig med 2v.

d) Hermed er buen BC = 2v, som vi skulle vise.

Bevis for 2 og 3: Benyt selv figurerne fra resultatet fra 1.

A
,
D

A

e,
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DEFINITION

Ved en kordetangentvinkel forstés en vinkel med toppunkt pa cirkelperiferien, og hvis ene ben er en
korde, mens det andet ben er en tangent til cirklen.

SATNING 9

En kordetangentvinkel er halvt sd stor som den bue, benene spander over.

BEVIS

Vi ser pd figuren nedenfor og tegner linjen fra centrum O til vinklens toppunkt 4. Da denne linje
star vinkelret pa tangenten i 4, far vi, at vinkel 4 i trekant OA4B bliver 90° — v. Da trekant OAB ogsa

er ligebenet, bliver vinkel O = 2v, og hermed er s@tningen bevist.

FIGUR

SATNING 10 (111, 32)

Kordetangentvinklen o er lig periferivinkel S, der indesluttes af den bue, der bestemmes af korden,
og ligger til modsat side af o

FIGUR

T

BEVIS

Da béde periferivinklen og kordetangentvinklen er halvt sa store, som den bue, de spander over
(som jo er den samme), er a = f.
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5. Euklids konstruktion af den regulzere femkant

SATNING 11 (1V, 10)

At konstruere en ligebenet trekant, hvori hver af vinklerne ved grundlinjen er dobbelt s& store som
topvinklen.

BEMARKNING

I en sadan trekant er vinklerne hhv. 36°, 72° og 72°, idet x + 2x + 2x = 180°, og hermed er x = 36°.

2 2X

Vi bemarker ogsa, at Euklid hermed kan konstruere den regulere tikant og hermed ogséa den regu-
leere femkant (se figur nedenfor).

Femkantssiden

Tikantssiden
(10 - 30° =360°)




Euklids konstruktion af femkanten Side 16 af 17

BEVIS

Euklid far frem i felgende skridt:
1. Pa det givne linjestykke AB konstrueres punktet C, s |AB||CB| = |AC|2 (seetning 5).

2. Cirklen med centrum i 4 og diameter AB tegnes.
3. Korden BD konstrueres, sa |BD| = |AC| .
4

. Linjerne AD og AC tegnes.

Euklid viser nu, at trekant ABD har den enskede egenskab. Trekanten er klart ligebenet, sa vi skal
blot vise, at y = 2x (se figur nedenfor).

FIGUR

Euklid tegner nu trekant ACD’s omskrevne cirkel og argumenterer pé folgende méade:

Vi har, at |AB||CB| = |AC|2 (seetning 5), og da |AC| = |BD , fas, at |AB||CB| = |BD|2.

Vi bemerker nu, at B er et punkt uden for trekant ACD’s omskrevne cirkel, samt at vi har to linjer
gennem B, som skarer cirklen (i C og A4) og rerer cirklen (i D). Af satning 7 felger sé, at BD er
tangent til cirklen. Hermed er CDB en kordetangentvinkel, som spander over samme bue som peri-
ferivinklen 4. Af setning 10 folger sa, at X4 = XCDB = x (se figur).

For at indse, at y = 2x, laves en ny figur:

KXABD =y, dvs. XADC =y —x

I trekant ACD har va sd. at
x+y-x+4£C=180°<
£C=180°-y

D

Af denne figur fremgar, at i trekant BCD er vinklerne ved grundlinjen lige store, altsd er
|CD| = |BD ,o0g da |AC| = |BD , er |AC| = |CD , og trekant ACD er ligebenet. Altsé er vinkel D = x i
trekant ACD, og trekant ABD har den enskede egenskab.
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6. Bilag om tangenter til cirkler

Man har ikke kunnet finde Euklids definition pa, hvad han forstar ved en tangent til en cirkel; men
af hans arbejde fremgadr, at den ma ligge tet pa folgende definition:

DEFINITION

Lad P vere et punkt pad en cirkel. En ret linje / siges da at vere tangent til cirklen i punktet P, hvis
1. Cirklen og / kun har punktet P til flles.
2. Der ikke findes nogen ret linje gennem P mellem / og cirklen.

SATNING 12

Lad P vere et punkt pd cirklen med centrum 1 C. Den rette linje /, der gr gennem P, og som star
vinkelret pa CP, er tangent til cirklen i P.

BEVIS

Vi gor forst rede for, at / kun kan have punktet P felles med cirklen. Lad 4 vaere et vilkérligt punkt
pa [. Vi ser s pa trekant CP4, hvor vinkel P = 90°. Da vinkelsummen 1 en trekant er 180°, er vinkel
A mindre end vinkel P. Euklid har i seetning I, 19 vist, at i enhver trekant ligger der over for en stor-
re vinkel en storre side, dvs. at C4 er storre end CP. Da nu CP er cirklens radius, ma A ligge uden
for cirklen, og hermed har vi gjort rede for punkt 1.

For at vise punkt 2 antager vi, at der findes en linje m gennem P mellem / og cirklen (indirekte be-
vis). Vi tegner den vinkelrette fra centrum C ned pd m (kaldes A). Vi ser pa trekant ACP, og ved
igen s&tning I, 19, kan vi slutte, at C4 er mindre end CP (radius), og hermed at 4 ligger inde i cirk-
len. Hermed har vi modstriden, altsa kan der ikke ligge nogen linje mellem / og cirklen.
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