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Integralregning i lyset af begreberne graenseveerdi oq koaetinui

| denne opgave vil integralregningens analytiske hovedseetning bévest ud fra mere detaljeret
begreber og definitioner. Idet selve kernen i integralregikikgyer blevet bevist med samme
detaljeniveau i gymnasiet, som hovedsaetningen gnskes belastietilkkke veere god praksis, at
bevise den omtalte saetning ud fra tidligere beviser @édiénitioner. Alt ngdvendig teori omkring
integralet, integrable funktioner, kontinuitet og greensdiyasom er ngdvendig for at bevise
saetningen, vil derfor blive bevist med samme detaljegrad swetbkaetningen. ldet denne opgave
ikke kan rumme alle beviserne, vil der blive refereretrtilra kilder i tilfeelde, hvor veerdien af
beviset i forhold til dets indflydelse pa den detaljg@tnemgang af det omtalte ikke er betydelig
nok.

Beviserne og gennemgang vil falge en naturlig reekkefglge, éuy dérjeg starte med analysering
af arealet "under” en graf.

Hvis man betragter en vilkarlig begraenset poSfiivktion

v

f :[a b - R, sa vil punktmaengden M, som er afgraenset af
grafen, x-aksen og linjerne x = a og y = b kunne skrives som

fglgende:M= {(x, yOR? |as x< b og0< f(>§

Arealet af punktmaengden M(M), kan ikke bestemmes

direkte ved udelukkende at betragte M. Jeg vil derfor
betragte nogle figurer med kendte arealer, som er stgmenolge endx(M), og derved analysere
mig frem til arealeti(M).
For jeg begynder pa de egentlig beviser, vil jeg farst defirgle begreber og seetninger, som er

pakraevet for den videre gennemgang.

Definition 1: Inddeling og delinterval

En inddeling af intervallet [a,b] kan forstas, som en tipgeaf intervallet [a,b] i mindre stykker
saledes, at inddelinged ={x,, X, %, ..., X} bestar af talpsaledes, ah= X, < X <...< X = h.

En inddeling af intervallet [a,b], hvor a sag b = x,

) . . 7:53 : S 7:‘1:1.-2 7:‘11-1 i]
kunne fx se ud, som inddelingen pa figur 1. Figur 1

Et delinterval af inddelingen D kan derved forsténset af de stykker, som intervallet [a,b] er

inddelt i. Delintervallet [, x] kaldes det i'te delinterval af inddelingen D (frg2).

'OxO[a B: f(® =0
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Delintervallerne i en inddeling kan have forskedlig 5 delinterval (n-14e delinterval
stgrrelser, men hvis de alle er lige store, s&sgige, at —% X A, A, Ang dnilh
Figur 2

inddelingen er aekvidistant.

Definition 2: Supremum og infimum
Supremum og infimum er defineret som den mindste gxeense hhv. stgrste nedre graense, og de
E:(Zves som b = sub A og b = inf A, hvor A er eintengde af R og b er supremum hhv. infimum
Definition 2.1: Mindste gvre graense:
Lad A veere en delmaengde af R, sa vil det reelle vakre den mindste gvre greense,
hvis falgende betingelser er opfyidt

OadA:a< b
Oc>0CA0A:a>b-¢

Definition 2.2: Stgrste nedre graense:
Lad A vaere en delmaengde af R, sa vil det reelle vakre en nedre graense for A,
hvis fglgende betingelse er opfyldt:
OaldA:b< a
Oe>0[adA:a< b+e

Begreberne supremum og infimum vil blive brugt megke videre beviser og definitioner, da de
for det farste vil blive brugt til at definere figerne med de kendte arealer som fx i naeste definiti

Ud over det vil begreberne ogsa blive brugt theskrive greenserne mellem maengder.

Definition 3: Over- og undersummen
Lad f vaere en reel begraenset funktion defineretep@eelle intervallet [a,b]. Oversummen O(D) og
undersummen U(D) hgrende til funktionen f og inddgdn D er derved defineret ved, at

O(D):Zn:Gl(X_ )I(—l) OgU(D):igi(x_)l(—l)’ hvor

i=1 i=1

G =sug{ f(x) [xO [x,.x} ogg=in{ f( 3 XD [x, .x}>
Oversummen danner det fgromtalte kendte "figurin sal indeholde M, og undersummen den,

som er indeholdt i M. Dette kan veere sveert at geskae udelukkende ud fra definitionen, men

2 Betingelsen er skrevet med kvantorer og lasd%or ethvert [t Findes der
3 Alle senere omtaler af O(D), U(D), 6g g refererer til disse definitioner.
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hvis en vilkarlig positiv reel begreenset funktiobetragtes, kan sammenhaengende lettere
fremvises.
De to nedenstaende funktioner G(x) hhv. g(x) skpiaesentere oversummen hhv. undersummen.

Hvis man betragter G(x) og g(x), fremgar

G, for x,< X< Xx
det, at de begge er konstante for de indre G for x<x<x, 1l<i<n-1
o . G(x)=1_
punkte? i de individuel delintervaller. G, for x,< X< x
Hvis G(x) betragtes, n&g < x< x, s& max@G ,G,,) for x=x I<i<n
. ' _ g, for X, <Xx<Xx
fremgar det, at G(x) vil have veerdien, G g for x<x<x, 1<i<n-1
hvilket svare til supremum for funktionen g(x)= g, for X, <X< X
f's veerdimeengde i det 1. delinterval. Hvis min(g,,g,,) for X=X 1<i<n

x derimod er beliggende i det i'te delinterval, silke er det farste eller sidste delinterval i
inddelingen D, og heller ikke p& greensetellem to delintervaller, s& vil G(x) have veerd@n

Hvis x derimod ligger p& greensen mellem to delirgbber (x = x ), sa vil G(x) have veerdien af det

supremum hgrende til det delinterval af de to,elestarst.

g(x) opfere sig pa samme made som G(x) bortseafrder benyttes; gstedet for G og i tilfelde
hvor x ligger pa graensen mellem to intervalleryisg(x) have vaerdien af det infimum hgrende til
det delinterval af de to, der er mindst.

De to funktioner G(x) og g(x) kan bruges til at tfssto punktmaengder Y (ydre meaengde) og
I(indre meengde), som kan illustreres visuelt (se
figur 3).

Y(D)={(x y)OR*| a< »< bog 0< ¥ G ¥
I(D):{(x,y)DR2|as x< bog 0 y< o >)}

% b x

Figur 4 Y(D): Det hele 1(D): Det markegra (figur
fix)

Undersummen kan yderligere illustreres,
hvis grafen med den tilhgrende inddeling og
undersum hgrende tlel a i opgaven
betragtes pa figur 4.

Det er yderligere muligt at regne pa

* Hverken start- eller endepunkt i delintervallerne.
® Endepunktet for det i'te delinterval og startpunktet for g¢)'(e delinterval
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stgrrelsen af undersummen, hvilkiel b af opgavehandler om:

Definitionen af undersummen siger, (D, ) = Zn: 9 (% = %),
i=1

og da f er en voksende kontinuert funktion, og inddelingeer Bekvidistante, er

g = f()g_l) 09 X=X, :Ta’ nar n er antallet af delintervaller jBg [a,b] det
interval, som R er en inddeling af. Hvis det antages, at a = Gi/égfl kan undersummen for f da
skrives som: U (Dn):Zn: f (% )M_M‘Z e ——azn: b BZ\/_b W
Undersummen fra del :af opgaven vil da give fglgende IéBiZlSlOthﬂtl‘&kke.
120 —ia
u(D,) :Eé%
Hvis man gnsker en undersum eller oversum, hvateligen er finere, kan man fx lade-nco,

som idel c af opgaven

Nn- oo

e"-1

U(Dn):Zn:er:: eL imn & -1|=1= ImU(D,) = e-1
rom il

Hvis man udtrykker O(D) via U(D), kan oversummen ligelddebestemmer, nar g o:

0(D,)=U(D,)+ Y 2=2( 1 (x)- f(x,)) =

0(0)=0(0)+3:2(1(x)- 1(x.)) - o(m)=u(m)+3 L L)y e
leoe%=0:>|nlm0(Dn)—lr|m°U(D)+0 e-1

Ud fra definitionen af over- og undersummer samt figure3ngar det, at fglgende kan siges om
sammenhangen mellem O(D), U(D)@@v):

U(D)<a(M)<O(D)
Ud fra denne ulighed kan det yderligere siges, at O(D) evengraense ta(M), idet O(D) er
starre eller lig med(M):
a(M)<inf {O( D) | D er en inddeling af a]}).
Tilsvarende er U(D) en nedre greense: (i), idet U(D) er mindre eller lign med(M):
a(M) ZSUp{U ©)|D er en inddeling gf e}}t
De to sidste uligheder kan skrives sammen til, at

supf{U ©)|D ereninddeling §f dlxa(M)< i® D( )|Deninddeling af af
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Derved ville der kun veere en mulig veerdod@M), hvis fglgende var tilfeeldet,

supfU @ )|D ereninddeling §f dlo= ® D( )|Den inddeling af al.
Nemlig a (M) :sup{U ©)|D er en inddeling §f e}}b: |{® D( )|Den inddeling af a,]ﬂa

Jeg agter derfor at bevise, at der for enhver inddeling d9egesenset funktion geelder, at
supfU @ )|D ereninddeling §f dlx if® D( )| Dem inddeling af aJp(Saetning 6),
og at der findes tilfeelde, hvor
sup{U @ )|D ereninddeling 4f djo= {® D( )|Deninddeling af a}(Seetning 8).
| disse tilfeelde vil veerdien af supremum og infimum nemégyea(M).

Definition 4: @vre og nedre integral

Lad f vaere en begreenset reel funktion pa det lukket begraeteseal [a,b].

Det gvre integrajb f (x) dx af f er defineret ved

Lb f (x)dx=inf{ O( D)| D er en inddeling aff a}
. b
og det nedre mtegrﬁl f (x) dx af f ved

Ib f (x) dx= sup{ U( D) |D er en inddeling af [ a b

Ja

Hvisjb f (x) dxzjb f( X dx, s& siges det, at f er integrabel over intervallg] [ag i et sddanne

tilfeelde defineres integralet:j: f (x) dx= I: f(X) dx= I: f( ) o

Lemma4 5:
Lad f vaere en reel begraenset funktion pa et lukket begraateeal [a,b]. Hvis D od\ er to
vilkarlige inddelinger af [a,b] er:
U(D)<0(a)
Bevis: Beviset falder naturligt i 3 dele.

Del I) U (D) <O(D) for enhver inddeling af D:

Ud fra definitionen af gog G gives fglgende uligheder:
g<f(x) og f(x)<6

® En forberedende seetning, som vil blive brugt i et komméesis, men som ikke i sig selv har nogen forbindelse til
opgaven.
5
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Disse udsagn kan omskrives ¢jl < G, som igen kan omskrives ved brug af definitionbover-

0g undersummer til:

U(P)=20,(x %)X 6 (¥~ %)= A D - U D= &Y

i=1

=}

Del Il) Videredeling af D:
Lad D’ veere en inddeling, som er fremkommet ved tilfgjefss delepunktx'D[a,b] til
inddelingen D, s& geelder &t(D')=U (D) ogO(D )< O( D).
Bevis:
:{xo,xl,...,xj_lpg )5} hvora=x<x<..<x, < x<.<x=1L
:{xo,xi,...,xj_l,x',)g ;g} hvora=x < x<..< X, < X< X<..< x=1

Den eneste forskel pd D og D’ er i delintervaligt [ ], da alle

andre delintervallet i de to inddelinger er enst jbe

delintervallet i D og D’ bidrager me@, (xi =X ) (det hele,

figur 5) og ij(x'— >ﬁ—1) + q“( X = X) (det markegra, figur 5) til

O(D) hhv. O(D).G/ ogG}‘ er her supremumveerdierne for f i de

a ) #j-1 ' #j h X

venstre hhv. hgjre delinterval af intervallgti[xx]:

—sup{ |xD %1 .X ]} og G= Sl{pf()) Iﬂ[ X'J’XJ}

G er ifglge definitionen supremum pa det j'te delimgl [x.1, x] i inddelingen D og D’, og derved

Figur 5

ogsa en gvre greense for f pa hele intervallet kd. G; er derfor ogsa avre graense til

delintervallerne [x,x’] og [X',x;] af intervallet [x1, X] og derved geelder, at

G/<G 0og G'<G =

Gl (x=x2)+ @ (= ¥)= 6% xo)+ (= 4= q( % x)+(i x =14 % ¥

det j'te delinterval i inddelingen D

Da den eneste forskel pa inddelingen D og D’ @tij'te delinterval, siger den ovenstaende
ulighed, ato(D')< O( D).
Beviset for, alJ (D')=U (D) er helt analodt da det kun kraevet ai €rstattes med;,gog

ulighederne vendes om igennem hele beviset.

" Beviset er tilsvarende.
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Del Ill) U (D)< O(A) for enhver inddeling D og:

Lad D ogA veere vilkarlige inddelinger og lab 0 A betegne den inddeling, som bestar af samtlige
delepunkter fra D of. Det kan da realiseres, at inddelingefil A kan fremkomme af D ved

tilfgjelse af delepunkter til D. Delepunkterne kertiifgjes enkeltvis, og derved fglger af del Hl, a
U(D)<u(DOA4).
Det samme kan yderligere realiseres om inddelidgeg derved fglger, at
O(A)z0(DOA)
Af del | fglger derved ogsa, at
U(DOA)<O(DOA)
idet del | gaelder for alle enhver inddeling og @elwgsa for inddelinge® O A .

De tre uligheder kan skrives sammen, sa de givesmiket resultat:

U(D)su(DOA)<O(DOA)<O(D) = U(D)< O D)

Seetning 6:

Hvis [a,b] er et lukket begreenset interval og éerbegraenset reel funktion pa [a,b], sa er

jb f (x)dxsf F(%) db.

Bevis:

Veelg farst en vilkarlig inddelind og hold den farst. Af Lemma 5 falger, atAp(

er en gvre greense til maeng({dah |D er en inddeling af[ a l} hvilket ogsa kan skrives som:

O >sup{U |D er en inddeling af [a lﬁ
Ud fra definitionen af det nedre integral kan detves videre til:
O >sup{U |D er en inddeling af [ g k} I f(yd
DaA var valgt frit og Lemma 5 geelder for enhver inddelingnedfare ovenstaende ulighed, at

det nedre integrajIO f (x)dxogsa er nedre greense for maeng{:@(nD)| D er en inddeling af[ a }:

j" f(x)dx<inf{ O(A)| A er en inddeling aff ap

Ud fra definitionen af det gvre integral kan det skrivesreidi
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I: f(x)dxsinf{ O(A)|A er eninddeling aff ,a]}):f (f )x o

[ fooaxs [ (% dx

Korollar® 7: Sammenfatning af saetning 6

(D)< f(9axs<| (3 dx qa)

Seaetning 8: Integrabel funktion
Lad [a,b] veere et lukket begraenset interval od lamre en begreenset reel funktion pa [a,b]. Sa
geelder, at f er integrabel, hvis og kun hvis deretbverte > O findes en inddeling D af [a,b]

saledes, at

Bevis:

Beviset falder naturligt i to dele, da der farst vil blive beyiat ovenstaende udsagn er sandt, nar f

er integrabel, og derefter at udsagnet ikke er sandt,ikiée €r integrabel. Den anden del af beviset

er ngdvendigt idet, den fgrste del ikke beviser, at der ikke famdikke integrabel funktion, som

ogsa opfylder, at der for ethvert 0 findes en inddeling D af [a,b] saledes, at

O(D)-U(D)=> (G -g)(x~ x,)<e. Det ville derfor veere muligt, at der fandtes en funktion
i=1

der ikke var integrabel, men opfyldte udsagnet. Derved villeisgen ikke veere korrekt, da en

funktion ikke bade kan vaere integrabel og ikke integrabel.

Del I)

Det antages, at f er integrabel, som i falge defindianger, at

ff (o= 1( o

Ud fra definitionen af det gvre integral falger, at

j" f () dx=inf{ O D)| D er en inddeling aff a}

og ifglge definitionen af infimum vil der eksistere addeling D, som opfylder, at

8 En saetning, som er resultat af en anden. Det er kumggsiné, som er en del af hovedpunkterne i opgaven, som vil
blive kaldt "Seetning ...".
8
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Q(Dl)<ff(x)dx+ %
aidef. W giHc’;ef.

Ud fra definitionen af det gvre integral falger ligeledss,

Ib f (xX)dx= sup{ U |D er en inddeling af [ a b
og ifglge definitionen af supremum vil der eksistere edéling I, som opfylder, at

u(D,)>|[’ f(x)dx—%

Hvis inddelingen D seettes tihDD,, falger af Lemma 5 11, at
o(p)=0(D)
U(D,)<uU(D)
idet D kan ses som en videredeling af Dd fra de to farste uligheder i dette bevis kan ovend&en

yderligere omskrives saledes, at

O(D)sO(Dl)<ff(x)dx+§:> q Q<f f 3 d)&% og
X f(x)dx—%< U(D)sU(D)=] (3 dx—%s u D,

som s& kan skrives sammen til

o(D)+ [Ib f(X)dX——j<ff(>§d>e-%+ TOR
O(D)- ()<ff(x)dx—[£f(>9dx—§j+ga
(D)-
(D)-U

O
O

E; [ ;f(&dx+%@

da det netop blev antaget,Eth (x) dxzj

Del 1)

Det antages, at f ikke er integrabel, som i fglge dedimé siger, at

[ (e[ f(%) dx
Ud fra Korollar 7 vides det, &t (D) sj: f (X)dx og f f(x)dx d D,
hvilket kan omskrives tiD( D) -U (D) 2ff(x) dx— I: f( X db.

Hvis € seettes tils = Ib f(x)dx—jb f( X d», kan det yderligere ses, at
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O(D)-U(D)2 [ f(dx-| f(3dee~ q D- Y D2e.

Ud fra dette kan det ses, at Saetning 8 altid veere korrekatc@(,D) -U (D) < ¢ for ethverte >0

kun vil veere sandt, hvis funktionen er integrabel.

Et eksempel pa en integrabel funktion kunne fx vééfealeld af opgavenidet den opfylder, at
Oe>0:0(D)-U(D)<e.

Dette vides, da greenseveerdierne fra del ¢ af opgaven gav, at
o(D, .,)-U(D, .)=e-1-(e-1)=0<e¢,

og derved er’dntegrabel og integralq‘i(jeX eksistere, og dets vaerdijoé-,eX =e-1

Korollar 9: Indskudsreglen
Lad f vaere en reel kontinuer funktion defineret pa et ettval |, som er integrabel over ethvert

lukket begreenset delinterval af |, s& gaelder det, at
I: f (x)dx= Lc f( x)dx+Lb f( § o, for alle a,b,gll.

Beviset for Korollar 9 kan findes i "Funktioner af en ¢eyé variable” side 173.

Korollar 10: Middelveerdisaetningen for integraler
Lad f vaere en reel kontinuert funktion defineret pa deteréelgreenset interval |, og lad &) b

vaere vilkarlige. Der vil da eksistere et ¢ mellem a sdlbdes, at

[7f(x)dx= f(g(b- 3.

Beviset for Korollar 9 kan findes i "Funktioner af en ¢eyé variable” side 175.

Jeg har nu beuvist via Saetning 6 og Saetning 8, at det gvre egimediral faktisk beskrivex(M).
Yderligere har jeg bevist, at hvis der findes en inddeling Dog#/lder, at

Oe>0:0(D)-U(D)<e¢, findes integralet og har veerdiencg).
Som det naeste vil jeg bevise integralregningenkytasiee fundamentalsaetning, men da den

omhandler kontinuerte funktioner, vil jeg farst lsey at alle kontinuerte funktioner er integrable.

Dette kreever dog farst en definition af kontinuagtkontinuerte funktioner.

10
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Definition 11.1: Kontinuitet i et punkt
Lad intervallet AQ R , lad f veere en reel funktion defineret pa A ogdad A.
f er da kontinuert i punktet a, hvis

Oe>008>00x0 A @[ x-d<d=| f( - f( d|<e.

Definitionen betyder, at hvis f er kontinuert i et a, sa skal man for enhver given toleragce
kunne angive et positivt tdl som bevirker, at afvigelsen mellem /

funktionsveerdierne er mindre enMed andre ord skal afvigelsen
‘f (x)- f(a)‘ kunne blive vilkarlig lille, nér forskellefx - a| bliver

vilkarlig lille. Funktionen, som er afbillede pafir 6, ville derfor ikke /

veere kontinuert i punktet a idet, der er en gransdivor teet

funktionsvaerdierne kan komme pa hinanden, nar xnesesig a, og

derved karjf (x) - f (a)| ikke blive vilkarlig lille.

figur 6

Definition 11.2: Kontinuerte funktioner
Lad intervallet ALl R og lad f veere en reel funktion defineret pa A.KEiamen f siges da at veere

kontinuert, hvis f er kontinuert i ethvert punktAaf

OxOAde>006>00yd A | y- x<d=| f( Y- f( }<e

Definition 11.3: Uniform kontinuitet

Lad intervallet ALl R og lad f veere en reel funktion defineret pa A.KEiamen f siges da at veere
uniform kontinuert, hvis f opfylder, at

Oe>000>00x,yO[a,d :|y- >|<<5:>‘ f( - f ))‘<£.

Forskellen p& definitionen af en kontinuert funktion ogueiform kontinuert funktion, kan let
overses, idet den eneste aendring i definitionen, er radgkaf af kvantorerne relateret til x og y.
Forskellen er dog tydeligere, hvis man kigger pa definiticeeindgangsvinkel. Definition 11.2
siger, at hvis funktionen f er kontinuert i alle punktiele det givet interval, sa er f kontinuert.

Denne definition er derfor baseret p4, at alle de IGlatiservationer kan keedes sammen til en

° Ved en lokal observation menes, at der kun kigger pakettegsunkt i det givet interval.
11
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globaf® realisering omkring f. | uniform kontinuitet betragtesicied hele intervallet, og derved

laves en global realisering om en global observation.

Seetning 11.4: Kontinuerte funktioner pa lukket begraenset intervaller ermrkbntinuerte
Lad f veere en reel begraenset funktion defineret pa et luk&kthegreenset interval A. f er da
uniform kontinuert.

Beviset for saetning 11.4 kan findes i "Funktioner af enlerg fvariable” side 124

Seetning 11.5: Kontinuerte funktioner har en stgrste og mindste veerdi
Lad f veere en reel kontinuert funktion pa et begraenset litdegt/al, sa vil f have en starste- og
mindsteveerdi.

Beviset for saetning 11.5 kan findes i "Funktioner af enlerg fvariable” side 93"

Seaetning 12: Kontinuerte funktioner er integrable

Lad f veere en reel begraenset kontinuert funktion defirpér[:‘a, b] OR. fvil da veere integrabel.

Bevis:

For at f er integrabel, skal falgende veere opfiddethverte > 0 ifglge Saetning 8
O(D)-U(D)<e,

hvilket derved skal bevises for alle kontinuertekiioner. Definition 11.4 vil derfor blive brugt

som udgangspunkt for dette bevis.

Fra Seetning 11.4 vides det, at f vil opfylde, at
Oe>000>00x,yO[a, ] :|y- >|<<5:>‘ f( - f ))‘<£.

Ved erstatning af medbL fas, at
-a

Oe>000 > 00x,yO[a,d | y- >|<<53‘ f( - f ))‘<bT£a.

Lad D veere en aekvidistant inddeling af [a,b], hder om leengden af delintervallerne geelder, at
X =%,<0.
Da D er en akvidistant inddeling, er der en dirski®menhaeng mellem laeengden af

delintervallerne og antallet af delintervaller ddelingen og derved falger, at

10 Realisering om hele funktionen p& det givet intervakég kun et enkelt punkt i intervallet.

1 Seetningen vil ikke blive bevidst her, da beviset vilielvendiggere inddragelsen af teorien omkring talfglger, mm
som ikke gnskes daekket, da det ligger for langt uden for opgaverdde, og derved optage plads for mere kritiske
beviser.
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b-a_ X —%_, <J, hvor n er antallet af delintervaller i inddelimgp af intervallet [a,b].
n
Da f er kontinuert har den ifglge seetning 11.5terste- og mindsteveerdi, hvorved supremum og

infimum for ethvert delinterval af D er funktionskder. Der findes derfor to veerdier; og x", i
ethvert delinterva[x_,, x| for 1<i<n, hvor f (x') og f(x";) er supremum hhv. infimum i
delintervallet. Af disse grunde kan & g omskrives til

G =f(x}) ogg= f(x).
Da x',, x" O[x_,, X] kan afstanden mellem’, og x", maksimalt veere lig delintervallets lsengde,
og derved fglger det, &' - x",|< x - X, <3,

og da f er kontinuert faglger, at

£ £
X=%,<0=>G-g=[G- g =|f(%)- *)‘<E = G- i9<mlz-

Ud fra definitionen af over- og undersummer og etéende falger, at

n

O(D)-U(D)=36 (1~ 1.)-Y a(x-x) = A B- U D=2 & g( i x)
G-g9 <bT£aj

0(D)-U(D)=3(G-g)(x- xs) <3 (x-x) " =

= i b-a
0(D)-U(D) <=3 (% )

i=1

_£_ erkonstant
b-a

Af Definitionen af inddelinger og delintervaller fglget,sammen af alle delintervallernes leengde
er lig forskellen mellem start- og endepunktet af detwatle som inddelingen er en inddeling af.
Derfor falger, at

£

0(0)-U(D) < £ (x - 4a)

O(D)—U(D)<£QN - 0(D)-U(D)<e

Definition 8 siger, at en funktion er integrabel panggiival, hvis der blot findes en inddeling D af

intervallet, som opfylder, dfle >0:0(D)-U (D) <¢. Derfor er det ikke ngdvendigt, at bevise

saetningen for inddelinger, som ikke er eekvidistdatdet er bevist, at den pakreevet inddeling kan

findes udelukkende ved at betragte pa aekvidistaideilinger.

2G> g og derfor kan numerisk haeves, da det altid vil veere geeldanGe g; = 0.
13
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| beviset for analysens fundamentalssetning benjtegreenseveerdier, og derfor vil jeg farst
definere, hvad en greenseveerdi preecist er.
Definition 13: Greenseveerdi

Lad intervalletA 0 R, lad f veere en reel funktion defineret pa A, et R . f har da en

graenseveerdi b for x gdende mod a, hvis
Oe>005>0:0<|x—a/<d=|f(x)-H<e,

og det skriver, aff (x) - b for x - a.

Betingelsen for greenseveaerdien kan forstas vedrskeﬂlen‘ f (x) —b( skal kunne blive vilkarlig

lille, nar

x—4d bliver vilkarlig lille.

Seaetning 14: Analysens fundamentalsaetning

Lad | veere et interval og ladl : 1 — R veere en kontinuert funktion. Lad endviderg &og lad
. . b
funktionenF : 1 — Rveere defineret vedr (x) :I f(t) dt.

Sé& er F differentiabel i det indre af | med diffetialkvotientenF '(x) = f (x)

Bevis Beviset falder naturligt i tre dele.
Del 1)
Lad x og yI | veere vilkarlige. Det fas fra Korollar 9, indslssdetningen, at

F(y)=F()=[" f(t)dt-[ f(tdt=]" F( )t
Af Korollar 10, middelveerdisaetningen, fas det, at
F(y)—F(x):Ly f(t)dt—Lx f(t)olt:jxy f(f) dt= f(9( y- ¥,

hvor c er et tal mellem x og y.

Del II) F er kontinuert i x

Lad x[J I. Da f er kontinuert har den en stgrsteveerdi indeetfdegraenset interval, og derved kan

der findes en konstant K og et tal r > 0 séledefaf <r og tO| :>‘f (t)‘ <K.
Lad yO | veere et vilkarligt tal, der opfylde}y— ><1 <r, og lad yderligere c veere et tal mellem x og

y, sa del | er opfyldt for c. Idet ¢ er placeret melleogxy, opfylder ¢ ogsa, ¢m— ><1 <r, og herved

F(y)-F(x)

fésfradell,a(f(c)‘SK - ‘f(C)‘: y-x

<K< [F(y)- F()[< K y- %

(SR
&
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Ud fra ovenstaende ligning og ulighed, kan det let sesgakéntinuert i x, hvis r anses s@n

Del 1) F(x) = f(x)
Ud fra definitionen af greenseveerdi kan det ses, at deskdébevises er, at

F(y)-F(x) _ £(x)

Oe>000>0:0<|y-X<d=
y—X

<E&.

Lad e > 0 veere givet. Da f er kontinuert vides det, et eksistere & >0 saledes, at
OtO1:ft-x|< g, = |f (1)~ f (x)|<e.
Idet x er et indr€ punkt i |, eksistere der et p>0 séledes, at
OtOR:Jt-X < p=>tdl.
Hvis man seetted = min(é’l, p) 14 0g lader y veere givet me@j<|y— ><1 <J, kan det resoneres, at
ly=X<d< p, og videre ud fra dette, atyl. Da bade y og & | findes der et punkt c mellem x og

y, som opfylder del | og dervedcl, hvilket medfere, at

0<lc-X<d<g,=|f(c)- f(Q<e=

F)-F() (.
T yox f(x)

- f(x) fory - x= F'(x) = f(X,

0<|y-X<d=
F(y)-F(¥
y— X

da f er kontinuert i c. Ud fra definitionen af grgeweerdi, kan det let ses, at det gnsket er bevist.

<&

Konklusion

| denne opgave er det lykkedes mig at bevise &halysens fundamentalsaetning via en raekke
definitioner og begreber, som er mere detaljerdtdmntilsvarende, jeg har mgdt i gymnasiet. Jeg
synes derfor, at denne opgave har givet mig enest@y bredere indsigt i teorien bag

integralregningen, kontinuitet mf., som jeg elliédse ville kunne have tilegnet mig.

13 Punktet er hverken start- eller endepunkt i intervalleg derfor denne egenskab.
143 vil besidde veerdien af den &feller p, som har den mindste veerdi.
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