Værktøjshjælp til Maple: De indbyggede testrutiner

Værktøjshjælp for Maple

Struktur for appendiks:

Til hvert af de gennemgåede værktøjer findes der 5 afsnit. De enkelte afsnit kan læses uafhængigt af hinanden. Der forudsættes et elementært kendskab til det pågældende værktøj. Der er mange forskellige måder man kan benytte værktøjerne på – det følgende er kun et forslag – i forbindelse med den faktiske udførelse af undervisningen kan andre metoder sagtens vise sig mere hensigtsmæssige. Af samme grund er det heller ikke nødvendigt at gennemarbejde samtlige afsnit.

Det er valgfrit til såvel den skriftlige eksamen som den mundtlige eksamen om man vil benytte sig af teoretiske metoder eller eksperimentelle metoder. Til den skriftlige eksamen er de indbyggede fordelinger og rutiner et godt udgangspunkt (afsnit 4 og 5). Til den mundtlige eksamen er eksperimentel hypotesetest i forbindelse med et statistisk projekt et godt udgangspunkt (dele af afsnit 2).
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Afsnit 3: De indbyggede fordelingsfunktioner
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1) Eksempler på grafisk fremstilling af data (til brug for den beskrivende statistik – Explorative Data Analysis)

1a: Uafhængighed
Læg mærke til at vi starter enhver statistikøvelse med kommandoen: 
with(Statistics):
Læg også mærke til at vi overfører de oplyste data til lister […] for at få mulighed for at afbilde dem grafisk. Hvis vi bare afgiver kommandoen 
ColumnGraph([Kvinder,Mænd])
får vi, som det ses af det første eksempel, en ret primitiv graf. Vi har derfor gentaget grafen, hvor vi har højreklikket og gået ind og rettet i indstillingerne for grafen. Det er brugerens ansvar at lave en fornuftig tilretning af grafen. 
Når man visuelt skal bedømme uafhængighed kan det som vist betale sig at oprette et stakket søjlediagram baseret på procenter. Hvis de er uafhængige skal de to stakke være ca. lige høje!

Eksempel 1 (side 4 i kursusmaterialet)

Køn\Forbrug	<1500 kr./måned	≥ 1500 kr./måned	i alt
kvinder		98		102		200
mænd		60		100		160
i alt		158		202		360
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1b: Goodness of fit
Kommentar: Igen overføres de oplyste data til lister og grafen tilrettes passende!

Eksempel 2: (side 24 i kursusmaterialet)
Indkomstfordelingen i stikprøven var: 
I = Indkomst i 1000 kr.	I<50	50≤I<100	100≤I<150	150≤I<200	200≤I<300	300≤I<400	400≤I<500	500≤I
Observeret antal	98	88	199	136	210	179	52	38

Den forventede fordeling i stikprøven baseret på de ovenstående procenter er tilsvarende givet ved:
I = Indkomst i 1000 kr.	I<50	50≤I<100	100≤I<150	150≤I<200	200≤I<300	300≤I<400	400≤I<500	500≤I
Forventet antal	64	93	178	123	243	180	66	53

Sammenholder vi de observerede hyppigheder med de forventede følges de så nogenlunde ad. Men man kunne måske være bekymret for, om de laveste indkomster er overrepræsenteret i stikprøven. Her ligger den observerede hyppighed et godt stykke over den forventede. 
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Værktøjshjælp til Maple: Eksempler på grafisk fremstilling af data
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2) Eksperimentel hypotesetest
2a: Uafhængighed
			
Eksempel 1: (side 4 i kursusmaterialet)
Køn\Forbrug	<1500 kr./måned	≥ 1500 kr./måned	i alt
kvinder		98		102		200
mænd		60		100		160
i alt		158		202		360
Simulering af nulhypotesen
For at simulere nulhypotesen, der påstår at forbruget er uafhængigt af kønnet, må vi først fastlægge en fortolkning af hvad vi mener med uafhængighed. Det kan gøres på flere måder. 
Metode 1: Vi diskuterer først omrøring.
Vi konstruerer først to lister for henholdsvis køn og forbrug, der er i overensstemmelse med de oplyste data (benyt SHIFT CTRL R til at indsætte flere rækker i det stykkevis definerede udtryk!):

[image: ]
[image: ]
[image: ]
Vi kan checke at alt er i orden ved at mixe de to lister og derefter fordele dem på de fire mulige kategorier ved hjælp af Tally-kommandoen (der skal sorteres for at sikre at man får elementerne ud i en bestemt rækkefølge, her leksikografisk rækkefølge!):
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Vi får også brug for de forventede hyppigheder til udregning af teststørrelsen:
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Endelig kan vi udregne teststørrelsen. Vi får da brug for op-kommandoen, der trækker en operand ud af et udtryk, i dette tilfælde en ligning, hvor venstresiden er operand 1 og højresiden er operand nummer 2 (idet vi jo læser udtrykket fra venstre mod højre). 
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Så er vi klar til omrøringen! I Maple udføres omrøringen ved hjælp af Shuffle-kommandoen, der udfører en tilfældig permutation af elementerne i en liste:
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Ved at markere de fire foregående kommandoer og vælge !- knappen på den øverste menubjælke (Execute all Selected Groups) kan du nu checke at simuleringen fungerer! Du kan også få en god fornemmelse for hvor meget teststørrelsen egentlig kan variere under nulhypotesen. Specielt kan du holde øje med hvor mange gang du rammer en teststørrelse, der er mindst lige så skæv som den observerede!

Så skal vi blot have udført simuleringen systematisk rigtigt mange gange. Vi skal da have pakket kommandoerne OmrørtKøn, simMix, simMixHyp, simHyp og simTest ind i en procedure, så vi kan kalde udregningen af teststørrelsen i et hug:
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Du kan teste simuleringen ved at markere den foregående kommando og vælge ! - knappen på den øverste menubjælke (Execute all Selected Groups)! Igen kan du nu få en god fornemmelse for hvor meget teststørrelsen egentlig kan variere under nulhypotesen. Specielt kan du holde øje med hvor mange gang du rammer en teststørrelse, der er mindst lige så skæv som den observerede!

Endelig kan vi nu sample teststørrelsen rigtigt mange gange:
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Som det ses stemmer den empiriske simulerede fordeling og den teoretiske fordeling fint overens!

Endelig kan vi få talt de 'skæve' teststørrelser og derved få en vurdering af p-værdien:

 = 
Der var altså 140 skæve, dvs. den anslåede p-værdi er 2.8%, hvilket passer rimeligt med den teoretiske værdi 2.9%.




Metode 2: Denne gang lægger vi os tættere op af sandsynlighedsregningen og udnytter at sandsynlighedsfordelingen for et mix af to uafhængige variable er givet ved produktfordelingen, dvs. vi ganger de respektive sandsynligheder sammen.
Da vi ikke har fået oplyst sandsynlighedsfordelingen for de enkelte variable køn og forbrug, estimerer vi dem fra den observerede stikprøve:

Køn\Forbrug	<1500 kr./måned	≥ 1500 kr./måned	i alt
kvinder		98		102		200
mænd		60		100		160
i alt		158		202		360
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 =  = 
 = 
 = 

Hvis nulhypotesen er korrekt er de to variable uafhængige og de tilhørende sandsynligheder for den simultane fordeling er derfor givet ved (hvor vi har benyttet leksikografisk ordning!):

 = 
 = Her skal vi bruge den kumulerede fordeling til at konstruere stikprøven! Vi trækker derfor 360 tilfældige tal mellem 0 og 1 og afgør i hvert enkelt tilfælde, hvor det tilfældige tal falder indenfor den kumulerede fordeling. Derved simulerer vi netop produktfordelingen for de to uafhængige variable (nulhypotesen). Husk at sortere i Tally-kommandoen, så du tvinger hyppighedslisten til at stå en bestemt (leksikografisk) orden:



 =  = 

Vi kan altså på nuværende tidspunkt simulere nulhypotesen. Vi kan afprøve nulhypotesen ved at markere de tre foregående kommandoer og vælge knappen ! i den øverste værktøjsbjælke (Execute all selcted groups). 

Herefter kan vi benytte samme teknik som før. Vi skal altså have udregnet de forventede hyppigheder under forudsætningen af nulhypotesen - denne gang skal vi imidlertid passe på: Række og søjletotalerne er ikke længere konstante, og vi skal derfor gentage beregningen af de forventede værdier for hvert eneste at vores simulerede bud på hyppigheden. Vi benytter samme rækkefølge som i den sorterede Tally-kommando, dvs. leksikografisk ordning:

 = 
 =  =  = [image: ]
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Vi kan nu checke simuleringen som før og se hvordan teststørrelsen varierer, men for at afbilde fordelingen af teststørrelsen grafisk får vi igen brug for at pakke beregningen ind i en procedure:





> 
 = 
Proceduren gør det uhyre nemt at gentage simuleringen! Men nu kan vi også få opsamlet fordelingen for teststørrelsen og kan sammenligne den med den teoretiske fordeling. Det kræver en del tålmodighed, da vi gentager simuleringen 5000 gange:
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Som det ses stemmer den empiriske simulerede fordeling og den teoretiske fordeling fint overens! 

Endelig kan vi få talt de 'skæve' teststørrelser og derved få en vurdering af p-værdien:
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Der var altså 155 skæve, dvs. den anslåede p-værdi er 3.1%, hvilket passer fint med den teoretiske værdi 2.9%.


2b: Goodness of Fit

Eksempel 2: (side 24 i kursusmaterialet)
Eksperimentel hypotesetest II

Eksempel 2: (side 24 i kursusmaterialet)
Indkomstfordelingen i stikprøven var: 
I = Indkomst i 1000 kr.	I<50	50≤I<100	100≤I<150	150≤I<200	200≤I<300	300≤I<400	400≤I<500	500≤I
Observeret antal	98	88	199	136	210	179	52	38

Den forventede fordeling i stikprøven baseret på de ovenstående procenter er tilsvarende givet ved:
I = Indkomst i 1000 kr.	I<50	50≤I<100	100≤I<150	150≤I<200	200≤I<300	300≤I<400	400≤I<500	500≤I
Forventet antal	64	93	178	123	243	180	66	53

Sammenholder vi de observerede hyppigheder med de forventede følges de så nogenlunde ad. Men man kunne måske være bekymret for, om de laveste indkomster er overrepræsenteret i stikprøven. Her ligger den observerede hyppighed et godt stykke over den forventede. 

Løsning: Vi skal have simuleret nulhypotesen og skal derfor have udtrukket en stikprøve. Vi kan ikke bootstrappe, da chi2-teststørrelsen ikke er en standard teststørrelse. Vi må derfor selv opbygge stikprøven. Det sker nemmest ved at trække et tilfældigt tal fra 1 til 1000 og så vælge det tilsvarende element fra den ideelle population med den forventede fordeling:
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Vi er nu klar til at konstruere den ideelle population som vi skal trække fra:

[image: ]
[image: ] 
[image: ] = [image: ]
[image: ]
[image: ] = [image: ][image: ] = [image: ][image: ] = [image: ]
Vi har nu styr på simuleringen af nulhypotesen og kan gentage den ved at markere de fire foregående kommandoer og taste !på den øverste værktøjsbjælke (Execute All Selected Groups).

Vi kan også illustrere fordelingen grafisk:
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For nu at få opsamplet teststørrelsen skal vi have disse kommandoer pakket sammen til en procedure:
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Du kan teste simuleringen ved at markere den foregående kommando og vælge !- knappen på den øverste menubjælke (Execute All Selected Groups)! Igen kan du nu få en god fornemmelse for hvor meget teststørrelsen egentlig kan variere under nulhypotesen. Specielt kan du holde øje med hvor mange gang du rammer en teststørrelse, der er mindst lige så skæv som den observerede!

Endelig kan vi nu sample teststørrelsen rigtigt mange gange:
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Som det ses stemmer den empiriske simulerede fordeling og den teoretiske fordeling fint overens!

Endelig kan vi få talt de 'skæve' teststørrelser og derved få en vurdering af p-værdien:

[image: ] = [image: ]
Værktøjshjælp til Maple: Eksperimentel hypotesetest

Der var altså 0 skæve, dvs. den anslåede p-værdi er under 0.02%, hvilket passer fint med den teoretiske værdi 0.002%.
3) Teori: De indbyggede fordelingsfunktioner

De indbyggede fordelingsfunktioner

Chi-kvadrat ([image: ]) fordelingen hedder ChiSquare(f), hvor f angiver antallet af frihedsgrader. Når man skal arbejde med chi-kvadrat fordelingen kan man benytte de følgende operatorer:

PDF( ) 	(PointDistributionFunction)
CDF( )  	(CumulativeDistributionFunction)
Quantile( ) 	(den inverse fordeling)

Vi ser først på tæthedsfunktionen:
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Det kan godt se lidt uoverskueligt ud på grund af Gammafunktionen, men for konkrete værdier af frihedsgraden forenkles udtrykket - ikke mindst for de lige frihedsgrader:
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Det er også nemt at afbilde tæthedsfunktionen (som har maksimum i f - 2, dvs. i dette tilfælde x = 3):
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Vi ser dernæst på den kumulerede fordeling:
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Igen ser det lidt uoverskueligt ud, og igen forenkles udtrykket for konkrete værdier af frihedsgraden, især for de lige værdier:
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Endelig kan man finde fraktilerne (den inverse kumulerede fordeling). Denne gang skal alle parametrene være konkrete! 
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Vi ser altså at 95% af observationerne ligger under 11.07, hvis vi har en stokastisk variabel, der er chi-kvadrat fordelt med 5 frihedsgrader:
[image: ]
[image: ]
Værktøjshjælp til Maple: De indbyggede fordelingsfunktioner


4) Teoretiske udregninger hørende til hypotesetest
	
4a: Uafhængighed
Eksempel 1: (side 4 i kursusmaterialet)
Køn\Forbrug	<1500 kr./måned	≥ 1500 kr./måned	i alt
kvinder		98		102		200
mænd		60		100		160
i alt		158		202		360

Løsning: Vi skal nu undersøge om der er afhængighed mellem køn og tøjforbrug! Vi får da først og fremmest brug for at beregne de forventede værdier og teststørrelsen.
Derfor indskriver vi de oplyste data i passende lister (hvor vi fx som vist løber tabellen igennem række for række). Læg mærke til at vi indfører et decimalpunktum i udregningen af de forventede størrelser, idet vi dividerer med '360.'! Derved tvinger vi Maple til at regne numerisk - Maple kan sagtens udregne det hele symbolsk, men formlerne er ikke lige så oplysende som tallene.
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Vi ved nu at tesstørrelsen er chi2-fordelt med 1 frihedsgrad. Vi kan derfor nemt finde p-værdien, dvs. sandsynligheden for at vi rammer mindst lige så skævt som det observerede:
[image: ] = [image: ][image: ]
Den kritiske sandsynlighed er altså 2.89%, hvorfor afvigelsen er signifikant på 5%-niveau, dvs. vi forkaster nulhypotesen om uafhængighed på 5%-niveauet.
Vi kunne også have fundet den kritiske grænse for teststørrelsen:
[image: ] = [image: ]
Hvis teststørrelsen ligger over 3.84 er afvigelsen altså kritisk, dvs. vi må forkaste nulhypotesen (på 5%-niveauet).
Endelig kan vi illustrere testen grafisk:
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4b: Goodness of Fit
Eksempel 2: (side 24 i kursusmaterialet)
Indkomstfordelingen i stikprøven var: 
I = Indkomst i 1000 kr.	I<50	50≤I<100	100≤I<150	150≤I<200	200≤I<300	300≤I<400	400≤I<500	500≤I
Observeret antal	98	88	199	136	210	179	52	38
Den forventede fordeling i stikprøven baseret på de ovenstående procenter er tilsvarende givet ved:
I = Indkomst i 1000 kr.	I<50	50≤I<100	100≤I<150	150≤I<200	200≤I<300	300≤I<400	400≤I<500	500≤I
Forventet antal	64	93	178	123	243	180	66	53
Sammenholder vi de observerede hyppigheder med de forventede følges de så nogenlunde ad. Men man kunne måske være bekymret for, om de laveste indkomster er overrepræsenteret i stikprøven. Her ligger den observerede hyppighed et godt stykke over den forventede. 

Løsning: Vi skal undersøge om den observerede fordeling følger den forventede. Vi overfører derfor data til to lister og udregner teststørrelsen:
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Da teststørrelsen er chi2-fordelt med 7 frihedsgrader er teststørrelsen meget langt fra det forventede (antallet af frihedsgrader), hvorfor det på forhånd er klart at vi må forkaste nulhypotesen, men for illustrationens skyld udregner vi alligevel p-værdien og den kritiske værdi:
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Sandsynligheden under nulhypotesen for at finde en værdi for tesstørrelsen, der er mindst lige så skæv som den observerede er altså helt nede på 0.0018% og afvigelsen er derfor signifikant for ethvert rimeligt signifikansniveau!
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Hvis teststørrelsen ligger over 18.47 er afvigelsen altså kritisk, dvs. vi må forkaste nulhypotesen (på 1%-niveauet).
 Vi slutter som før med at illustrere testet grafisk, men på grund af den ekstremt lille p-værdi viser vi grafen i to udgaver: en der illustrerer fordelingen, og en der illustrerer p-værdien:
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Værktøjshjælp til Maple: Teoretiske udregninger hørende til hypotesetest


5) Indbyggede testrutiner
Maple har indbyggede rutiner til at udføre chi2-test for såvel uafhængighed som for Goodness of Fit (hvor det sidste endda findes i to udgaver, men vi vil kun kigge på den simple udgave, hvor vi sammenligner en stikprøve med en given population for at afgøre om den er repræsentativ).

5a: Uafhængighed (side 4 i kursusmaterialet)	
Køn\Forbrug	<1500 kr./måned	≥ 1500 kr./måned	i alt
kvinder		98		102		200
mænd		60		100		160
i alt		158		202		360
Løsning: Vi skal afgøre om de oplyste data er i rimelig overensstemmelse med nulhypotesen om uafhængighed mellem Køn og Forbrug. Vi benytter det indbyggede test for uafhængighed, der forventer at få oplyst matricen for de observerede hyppigheder samt et signifikansniveau, som vi vælger at sætte til 5%:
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Vi får da som vist en række koncentrerede oplysninger:
1) Nulhypotesen forkastes (på signifikansniveauet 5%)
2) Den kritiske værdi er 3.84 , dvs. hvis teststørrelsen når op over 3.84 er afvigelsen signifikant (på signifikansniveauet 5%), og derfor forkastes nulhypotesen.
3) Teststørrelsen er chi2 fordelt med 1 frihedsgrad.
4) p-værdien er 2.89%, dvs. sandsynligheden for at finde en tesstørrelse, der er mindst lige så skæv som den observerede er 2.89%. Da den ligger under signifikansniveauet forkastes nulhypotesen.
5) teststørrelsen har værdien 4.77
Vi kan godt få flere informationer: I så fald skal vi blot sætte informationsniveauet op:

[image: ]
[image: ]
Chi-Square Test for Independence
--------------------------------
Null Hypothesis:
Two attributes within a population are independent of one another
Alt. Hypothesis:
Two attributes within a population are not independent of one another

Dimensions:              2
Total Elements:          360
Distribution:            ChiSquare(1)
Computed statistic:      4.77353
Computed pvalue:         0.0289005
Critical value:          criticalvalue

Result: [Rejected]
There exists statistical evidence against the null hypothesis

5b: Goodness of Fit   

Eksempel 2: (side 24 i kursusmaterialet)
Indkomstfordelingen i stikprøven var: 
I = Indkomst i 1000 kr.	I<50	50≤I<100	100≤I<150	150≤I<200	200≤I<300	300≤I<400	400≤I<500	500≤I
Observeret antal	98	88	199	136	210	179	52	38
Den forventede fordeling i stikprøven baseret på de ovenstående procenter er tilsvarende givet ved:
I = Indkomst i 1000 kr.	I<50	50≤I<100	100≤I<150	150≤I<200	200≤I<300	300≤I<400	400≤I<500	500≤I
Forventet antal	64	93	178	123	243	180	66	53
Sammenholder vi de observerede hyppigheder med de forventede følges de så nogenlunde ad. Men man kunne måske være bekymret for, om de laveste indkomster er overrepræsenteret i stikprøven. Her ligger den observerede hyppighed et godt stykke over den forventede. 

Løsning: Vi skal afgøre om de oplyste data er i rimelig overensstemmelse med nulhypotesen om samme fordeling for stikprøve og population. Vi benytter det indbyggede test for Goodness of fit, der forventer at få oplyst lister for de observerede hyppigheder og de forventede hyppigheder, samt et signifikansniveau, som vi denne gang vælger at sætte til 1%:
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Chi-Square Test for Goodness-of-Fit
-----------------------------------
Null Hypothesis:
Observed sample does not differ from expected sample
Alt. Hypothesis:
Observed sample differs from expected sample

Categories:              8
Distribution:            ChiSquare(7)
Computed statistic:      33.8848
Computed pvalue:         1.81006e-05
Critical value:          18.47530692

Result: [Rejected]
There exists statistical evidence against the null hypothesis
[image: ]
Vi får da som vist en række oplysninger:
1) Nulhypotesen forkastes (på signifikansniveauet 1%)
2) Den kritiske værdi er 18.47, dvs. hvis teststørrelsen når op over 18.47 er afvigelsen signifikant (på signifikansniveauet 1%), og derfor forkastes nulhypotesen.
3) Teststørrelsen er chi2 fordelt med 7 frihedsgrader.
4) p-værdien er 0.0018%, dvs. sandsynligheden for at finde en teststørrelse mindst lige så stor som den observerede er 0.0018%. Da den ligger under signifikansniveauet forkastes nulhypotesen.
5) teststørrelsen har værdien 33.88
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