Bilag 2: Øvelser i lineære og eksponentielle modeller


Lineære og eksponentielle modeller

Når man afsætter en række observationer eller målinger i et koordinatsystem er det sjældent de ligger perfekt på en ret linje. Men rette linjer og den simple formel herfor er så enkle at arbejde med, og det er så forholdsvis let at lave prognoser, at man tit lader som om at nogle punkter ligger på en ret linje, selvom de kun næsten gør det. Det kaldes, at man laver en lineær model af virkeligheden (med 'model' mener vi her blot en forsimplet udgave, hvor vi ser bort fra en række faktorer og kun fokuserer på det vi opfatter som det censtrale). Graferne for eksponentielle sammenhænge er klart anderledes, men for bedre at kunne håndtere dem har man opfundet et teknisk papir, et såkaldt enkeltlogaritmisk koordinatsystem. Dette har den egenskab, at indtegnes graferne for eksponentielle sammenhænge i et sådan koordinatsystem, så vil grafen blive en ret linje. I regneark og matematikprogrammer kan almindelige koordinatsystemer med få klik laves om til enkeltlogaritmiske koordinatsytemer.
Fordelen ved lineære modeller er først og fremmest, at de er nemme at tegne og nemme at anvende til grafisk løsning. 

Øvelse 1: Alderen på førstegangsfødende kvinder

Tabellen viser gennemsnits alderen for førstegangsfødende kvinder i årene 1975 til 2000

	Årstal
	1975
	1980
	1985
	1990
	1995
	2000

	Alder
	24,0
	24,6
	25,5
	26,4
	27,5
	28,1


(Kilde: Statistikbanken)

a) Hvilken variabel er den uafhængige? Hvilken er den afhængige?

b) Tegn en graf på regneark. 

Selvfølgelig ligger punkterne ikke pænt på en ret linje. Kvinder aftaler jo ikke med hinanden, hvornår de vil have deres første barn. Men alligevel er det så tæt på, at det kan være praktisk at lade som om, det er en ret linje.

c) Bed regnearket om at tegne den bedst mulige rette linje til punkterne (se tastevejledningen). Dette kaldes lineær regression. Linjen rammer ikke et eneste af punkterne, men den tager hensyn til dem alle sammen. Print grafen ud.

d) Find formlen for regressionslinjen (se den tastevejledning til regneark, som I har fået udleveret).

e) Benyt formlen til at beregne gennemsnitsalderen for førstegangsfødende kvinder i 1998. (Det korrekte tal var 27,8 år. Giver modellen et rimeligt resultat?)

f) Benyt formlen til at beregne gennemsnitsalderen for førstegangsfødende kvinder i 2010.

Det I lige har lavet, er en prognose. I har forudsagt noget, som vi først får svaret på i år 2010. 

g) Er prognosen rimelig? Hvorfor bliver førstegangsfødende kvinder ældre og ældre? Hvad kunne der ske, som kunne få udviklingen til at gå den modsatte vej?

Øvelse 2: Cykling

Jens har lånt sin fars nye cykel, og nu cykler han en tur. Hvert femte minut kigger han på kilometer-tælleren.

	Tid (min)
	5
	10
	15
	20
	25
	30

	km-tæller
	112,1
	113,9
	116,2
	118,2
	120
	121,9


a) Hvilken variabel er uafhængig? Hvilken er afhængig?

b) Tegn grafen på regnearket. Er det rimeligt at sige, at det er en nogenlunde lineær sammenhæng?

c) Tegn den bedste rette linje til punkterne (lineær regression). Print grafen ud.

d) Bestem formlen til regressionslinjen.

e) Hvad er betydningen af tallene i formlen? Hvad fortæller de om Jens' cykeltur?

f) Turen, som Jens er ude på, er 18 kilometer lang. Benyt svarene fra spørgsmål d) og e) til at komme med et bud på, hvor lang tid hele turen kommer til at tage (dvs. I udformer en prognose).

g) Er det en rimelig prognose? Hvilke faktorer kunne få turen til at tage længere tid? Hvilke kunne få den til at tage kortere?

Øvelse 3: Høstudbytte og gødning

Når man gøder jorden med kunstgødning, vokser høstudbyttet. Så længe man ikke gøder for meget, gælder der, at jo mere man gøder, jo større bliver høstudbyttet. Når man kommer op på en vis gødningsmængde, får man dog ikke ret meget ud af at gøde yderligere (især ikke når udgifterne til gødning tages i betragtning).

For en kornsort har man målt følgende samhørende værdier af den anvendte mængde kvælstofgødning pr. hektar (1 hektar er 10 000 m2, dvs. ca. 2 fodboldbaner) og høstudbyttet pr. hektar:

	Mængde kvælstofgødning (kg/hektar)
	0
	20
	40
	60
	80
	100
	120

	Høstudbytte (tons/hektar)
	1.43
	2.31
	3.08
	3.95
	4.65
	4.90
	5.11


(a) Afsæt målingerne i et koordinatsystem i excel med mængden af kvælstofgødning ud ad førsteaksen og høstudbyttet ud ad andenaksen.

(b) Udregn for hver forøgelse på 20 kg/hektar af gødningsmængden (dvs. fra 0 til 20, fra 20 til 40 osv.) den tilsvarende forøgelse af høstudbyttet, og angiv disse tal i nederste række i skemaet.

	Mængde kvælstofgødning (kg/hektar)
	0
	20
	40
	60
	80
	100
	120

	Høstudbytte (tons/hektar)
	1.43
	2.31
	3.08
	3.95
	4.65
	4.90
	5.11

	Forøgelse af høstudbytte (tons/hektar)
	-
	
	
	
	
	
	


Hvad kan du konkludere? Hvor meget tror du, det maksimalt kan betale sig at gøde pr. hektar?

(c) Vi betragter nu kun de målinger, hvor gødningsmængden ikke overstiger den maksimale gødningsmængde fundet i (b). Slet resten og tegn den bedste rette linje gennem punkterne. Brug en lineal til at tegne den rette linie, der ser ud til at passe bedst med målingerne. Er der god overensstemmelse mellem linien og målepunkterne?
(d) Vi betegner gødningsmængden målt i kg/hektar med G og høstudbyttet målt i tons/hektar med H.Benyt linien tegnet i (c) til at bestemme to tal a og b, så der med god tilnærmelse gælder

H=a·G+b.
Hvilken sammenhæng er der nogenlunde mellem tallet a og de forøgelser af høstudbyttet, som du udregnede i (b)?

(e) Hvilket høstudbytte vil du forvente at opnå ved brug af 50 kg gødning pr. hektar?

(f) Hvor meget skal man gøde for at opnå et høstudbytte på 4.2 tons pr. hektar? Hvor meget skal man gøde for at opnå et høstudbytte på 7 tons pr. hektar? Ser disse svar realistiske ud i forhold til målingerne?
(g) Hvad er betydningen af konstanterne a og b

Øvelse 4    Befolkningstallet i Danmark i perioden 1769-2004

I nedenstående tabel er angivet, hvorledes befolkningstallet i Danmark har udviklet sig i perioden 1769-2004.                                        
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Befolk-ningstal

	 1769
	797584

	1787
	841806

	1801
	929001

	1834
	1230964

	1840
	1289075

	1845
	1356877

	1850
	1414649

	1855
	1507222

	1860
	1608362

	1870
	1784741

	1880
	1969039

	1890
	2172380

	1901
	2449540

	1906
	2588919

	1911
	2757076

	1916
	2921362

	1921
	3267831

	1925
	3434555

	1930
	3550656

	1935
	3706349

	1940
	3844312

	1945
	4045232

	1950
	4281275

	1955
	4448401

	1960
	4585256

	1965
	4767597

	1970
	4937579

	1975
	5054410

	1980
	5122065

	1985
	5111108

	1990
	5135409

	1995
	5215718

	2000
	5330020

	2004
	5397640


Det ser ud som om, befolkningstallet vokser lineært indtil ca. 1970 og derefter flader ud. Dette stemmer ikke overens med, hvad vi har sluttet ovenfor. Hvad er der galt på Figur 5?

Tema: Nedbrydning af rusmidler

Øvelse 5    Nedbrydning af alkohol

(a) En person indtager hurtigt efter hinanden 5 øl med en alkoholprocent på 4%. (Vi regner her med vægtprocent, dvs. at det er 4% af øllens vægt, der er alkohol). Hvor mange gram alkohol har personen så i kroppen?

(b) Normale personer forbrænder alkohol med en hastighed på ca. 8 gram i timen (uafhængigt af mængden af alkohol i blodet). Hvor meget alkohol har personen fra (a) tilbage i kroppen efter 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 og 10 timer?


(c) Tegn en graf, der viser, hvordan mængden af alkohol i kroppen afhænger af antallet af timer siden indtagelsen af de 5 øl.

(d) Opstil en formel, der angiver, hvordan mængden af alkohol i kroppen afhænger af antallet af timer siden indtagelsen af de 5 øl.

(e) Hvor længe går der, før personen ikke har noget alkohol tilbage i kroppen?

(f) En anden person indtager én øl til at starte med og derefter én øl hver halve time (i en hurtig slurk). Tegn en graf, der viser, hvordan mængden af alkohol i kroppen på denne person afhænger af antallet af timer, siden indtagelsen begyndte.

Øvelse 6   Nedbrydning af andre rusmidler

Alkohol er det eneste rusmiddel, der nedbrydes med konstant hastighed. For alle andre rusmidler gælder der, at man i løbet af et fast tidsrum nedbryder en vis procentdel af rusmidlet. Dette betyder, at mængden af rusmidlet i kroppen aftager eksponentielt med tiden. Betegnes mængden af rusmidlet i kroppen med M og tiden efter indtagelse med t, så har vi altså
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hvor M0 er mængden af rusmidlet i kroppen lige efter indtagelse, og a er en konstant, der afhænger af det pågældende rusmidddel. Da mængden aftager med tiden, vil a < 1.

(a) 
For et vist rusmiddel oplyses det, at a = 0.95 (når tiden måles i timer).

(i) En person indtager 3 mg af rusmidlet. Hvor meget af rusmidlet har personen tilbage i kroppen efter 1, 2, 5, 12, 24 og 100 timer?

(ii) Tegn en graf, der viser, hvordan mængden af rusmidlet i kroppen afhænger af antallet af timer siden indtagelsen.

(iii) Bestem halveringstiden for rusmidlet.

(b) THC (det aktive stof i hash) har en halveringstid på ca. 4 døgn.

(i) En person indtager 12 mg THC. Hvor meget THC har personen tilbage i kroppen efter 4, 8, 12 og 16 døgn?

(ii) Benyt halveringstiden til at bestemme konstanten a i udtrykket 
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  (når tiden måles i døgn).

(iii) Tegn en graf, der viser hvordan mængden af THC i kroppen afhænger af antallet af døgn siden indtagelsen.

(iv) Hvor længe går der, før mængden af THC i kroppen er faldet til 0.1 mg?

(v) Hvad sker der, hvis personen indtager 12 mg THC hver fjerde dag?
Bilag
Lineær regression

Den bedste rette linje – tendenslinjen – tegnes i diagrammet ved at taste følgende:

- Sæt markøren over et af datapunkterne

- Klik på højre museknap og vælg tilføj tendenslinje

- Som type vælges den lineære regressionslinje
- Under fanen Indstillinger (øverst) er der mulighed for at forlænge den

bedst rette linje (skriv eksempelvis fremad 20 enheder og tilbage 20

enheder). Desuden kan der markeres i kassen ud for Vis ligning i

diagram, så også linjens ligning kommer med i grafen. Afslut med OK.

- Linjer for de andre forsøgspersoners data laves på tilsvarende måde.

Layout og læsevenlighed af graferne

Grafen er nu tegnet, men linjen er meget fed. Layout af grafen kan forbedres ved at taste følgende:

- højreklik på en af linjerne, og vælg formater tendenslinje. Linjens

udseende kan nu ændres. Vælg fanen Mønstre og lav eventuelt tykkelsen

af linjen én mindre (vælg linjen lige over den viste) - og giv linjen samme

farve som punkterne. Afslut med OK.

- Samme procedure gentages for de andre linjer.

- Ligningerne for linjerne ligger samlet i en klump tæt på hinanden. De kan

flyttes enkeltvis ved at markere dem (klik på dem én gang med den

venstre museknap) og sæt markøren i en af de små kasser på rammen

(tekst til linjen viser sig nu). Klik med musens venstre knap og hold

knappen nede mens I trækker ligningen derhen hvor I gerne vil have den til

at stå.

- Det er også muligt at sætte tekst ind ved grafen. Klik én gang på ligningen

med den venstre museknap, så er den markeret. Klik dernæst endnu

engang på ligningen der hvor I vil have teksten ind, og skriv så teksten.

Afslut med enter.







Afsæt målingerne i et almindeligt koordinatsystem med årstallet ud ad førsteaksen og befolkningstallet ud ad andenaksen.


Diskutér hvilke samfundsmæssige faktorer, der kan have indflydelse på væksten i befolk�ningstallet.


Lav eksponentiel regression på datamaterialet. Hvordan passer punkterne med kurven?


Hvis den eksponentielle model er god er grafen en ret linje i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem. Lav anden-aksen om til en logaritmisk skala. Hvordan passer punkterne med den rette linje? Hvad er din konklusion?


For at få en model der passer bedre vælger du nu at se bort fra nogle af de sidste tal fra tabellen. Du beslutter selv, hvor du skærer af. Med det nye datasæt gentages punkt c) og punkt d). 


Sammen med den eksponentielle kurve gennem punkterne ønsker vi at få ligningen for den eksponentielle sammenhæng. Få excel til det.


Den matematiske model du fandt i punkt e) ønskes omskrevet til formen y = bax. Gør det.


Hvad var den årlige vækstrate (årlige %-vækst) i perioden hvor modellen er gyldig?


Følgende grafiske præsentation af befolkningstallets ud�vikling stammer fra Danmarks Stati�stikbank.





�





Figur 5: Befolkningstallet i Danmark i perioden 1769-2004








� Sundhedsstyrelsen har en god hjemmeside med oplysning om bl.a. nedbrydning af rusmidler:


www.sst.dk/publ/publ2000/rus_bio/helepubl.htm    
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