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Genstandsfeltet for matematikkens didaktik

Matematikkens didaktik er det videnskabelige arbejdsfelt,
der sgger at bestemme, karakterisere og forsta de
feenomener og processer, der indgar - eller kun indga - i
matematikundervisning og -leering. Sigtet er at klarlseegge
mulige arsagssammenhange med henblik pa at udvikle
og forbedre matematikundervisning. (Niss, 1993, s. 100)




Forholdet til undervisningens praksis

In other words the didactical theory should be constructed
and evaluated in relation to the needs and difficulties that
appear in the instruction, i.e., in the practice of mathe-
matics instruction. Thus, didactical theory, seen as systems
of viewpoints, must include suggestions for strategies that
can aid consideration of, as well as opposition to, the
instructional needs and difficulties, that the theoretical
"core” in question relates to. (Christiansen, 1990, p. 1)
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Overordnede forskningsspgrgsmal vedrgrende IT

(1) Hvordan pavirker brug af IT samspillet mellem eleverne
og mellem lareren og eleven/eleverne?

(2) Hvordan kan brugen af IT pavirke elevernes virksomhed
i undervisningen og deres leering af matematik?

(3) Hvordan kan brugen af IT statte elevernes dannelse af
matematiske begreber?

(4) Hvordan kan IT bidrage til udvikling af kompetencer
inden for problemlgsning og modellering?

(5) Huvilke nye didaktiske udfordringer giver brugen af IT?

(6) Huvilke forhold henholdsvis heemmer og fremmer
integration af IT i matematikundervisning?

“The evolution of the mathematical field has always been
dependent on the computation tools available and the
development of software for symbolic computation has had
an increasing influence on mathematical practices and even
on its problematics. School, as is the case every time that it
faces an evolution of scientific and/or social practices, can
neither stand apart from this evolution, nor ignore the new
needs it generates.”

(Artigue, 2005, p.232)

*“...want to be convinced that the internal efficiency of the
educational system will be increased by such a change in
teaching means. Computer technology are thus asked to
prove that they can help teachers to face the recurrent
difficulties of mathematics teaching and learning...”
(Artigue, 1998, p.122)




Integration af IT i matematikundervisning ma betyde

- atrelevante IT ressourcer er tilgeengelige for eleverne
og for lzereren i og uden for undervisningen

- at fastleeggelse af undervisningens indhold og mal for
elvernes laering sker under overvejelse af mulighederne
for anvendelse af IT rummer

- at brugen af IT i undervisningen underordnes
paedagogiske og didaktiske overvejelser om
undervisningens form og indhold

- at IT indgar som et integreret element i bedemmelse og
vurdering af elevernes udbytte.

Fire didaktisk forskellige anvendelser af IT

1. Den elektroniske tavle
Fremstilling og visualisering, feelles faglige oplevelser,
medium til fastholdes af feelles faglig leering

2. 1T som redskab i elevernes arbejdet med matematik
- Fokus pa resultaterne
- Fokus pa brugen af programmet
- Fokus pa leering af matematiske begreber

3. IT som redskab for elevernes arbejde med
problemlgsning eller matematisk modellering

4. Undervisningsprogrammer

(Jeg ser kun pa brug af "matematik IT” — ikke IKT)




2. Typer af elevvirksomhed i en 1T-baseret undervisning

Om forsgget Den elektroniske skole
» Hover elev sin personlige barbar computer.
» Storskaerm til klasseundervisning.

» Eleverne blev introduceret til tre avancerede
programmer:
(1) Geometers SketchPad (dynamisk geometri)
(2) MathCad (integreret CAS program)
(3) QuattroPro (regneark).

* Reduceret pensum (kun mindre udeladelser).

« Computeren til radighed under den skriftlige eksamen
med hjaelpemidler.

(Blomhgj,2001)

Tre typer af elevvirksomhed

Resultater fra en kvalitativ interviewundersggelse af
elevernes IT-baserede opgavelgsning.

Elevernes virksomhed kan karakteriseres med tre typer:
1. En usikker og defensiv virksomhed
2. Enlgsningsorienteret virksomhed

3. En reflekterende virksomhed

Tilsvarende i (Guin & Trouche, 2002) og (Mehanovic, 2010)




Den usikre og defensive virksomhed er karakteriseret
ved, at eleverne

har et fremmedgjort forhold til egne besvarelser
sgger efter formler i bogen og tidligere opgaver

gar forstaelse til et spargsmal om hukommelse og
opfatter viden om programmerne og viden om
matematik som veerende af samme type

er ufglsom overfor output fra programmerne, bruger
programmerne meget ensidigt og er afhaengig af
computeren i deres opgavelgsning

har en negativ holdning til brug af IT i matematik

forklarer lzeringsvanskeligheder i matematik med deres
darlige forhold til brugen af IT.

Selvforstaerkende negativ effekt pa elevernes leering.

Den lgsningsorienterede virksomhed er karakteriseret
ved, at eleverne

bruger programmerne effektivt til besvarelse af de
enkelte spgrgsmal i opgaverne

forklarer deres fremgangsmade ved at referere til
hvordan de har brugt programmerne

er ukritisk overfor valg af metode

ikke opfatter brugen af IT som en integreret del af
matematikundervisningen

generelt har en positiv holdning til IT og matematik

Det kraever malrettet udfordringer fra leereren at
overskride den lgsningsorienterede virksomhed.




Den reflekterende virksomhed er karakteriseres ved,
at eleverne

« tegner og regner pa papir far eller samtidig med de
bruger programmerne

 bruger ofte flere forskellige metoder og programmer,
og har en undersggende og eksperimenterende tilgang

» er meget fleksible i deres anvendelse af programmerne,
og falsomme over for output fra programmerne,

» oplever brugen af IT som en integreret del af deres
leereproces i matematik

 har en meget positiv holdning til matematik og til at
bruge IT i matematik.

Selvforstaerkende positiv effekt pa elevernes lering.

Eksempler
Areal4

3. IT statte til elevernes begrebsdannelse

Avancerede matematikprogrammer kan

* statte eleverne til at opbygge og undersgge forskellige
repraesentationer af matematiske objekter

 danne grundlag for en eksperimenterende og
undersggende arbejdsform ved introduktion af nye
begreber og metoder

* stgtte elevernes arbejde med problemlgsning og
modellering

« @ndre pa grundlaget for dialogen mellem eleverne og
mellem elev og lerer.




Begrebsdannelsens personlige karakter

- begrebsdefinition over for begrebsforestillinger

We shall use the term concept image to describe the total
cognitive structure that is associated with the concept, which
includes all the mental pictures and associated properties and
processes ... As the concept image develops it need not be
coherent at all times ... We will refer to the portion of the
concept image which is activated at a particular time as the
evoked concept image. At different times, seemingly
conflicting images may be evoked. Only when conflicting
aspects are evoked simultaneously need there be any actual
sense of conflict or confusion.

(Tall & Vinner, 1981, p. 152)

Diskrepans mellem:

» Formelle definition af et matematisk begreb som
studerende undervises i Og

» De mentale billeder og forestillinger som studerende
danner sig gennem deres arbejde

Begrebsforestillinger:

» Den totale kognitive struktur associeret med et begreb
dannes gennem konkrete erfaringer med begrebet.

 Begrebsforstaelsen er derfor begraenset af den enkeltes
erfaringer med begrebet.

Oplevede konflikter:

» Uklare og selvmodsigende begrebsforestillinger opleves
ofte kun som sadan, hvis de aktiveres samtidig i en
konkret situation.




1. hovedsaetning i matematikkens didaktik

For den enkelte elev/studerende far et matematisk begreb
ikke starre anvendelsesdomane eller flere relationer til
andre begreber end det domane og de relationer, der
udspandes af den pageeldendes personlige erfaringer med
begrebet.

Og det geelder uanset hvilke formelle begrebsdefinitioner
eleven/studenten undervises i. (Niss, 1999)

Brug af IT former undervisningsmiljget

@

Undervisnings-
Elev(er) < miljs g

IT-veerktgjer

Didaktisk situation

. (Balacheff, 1993)




Instrumental genesis

Instrumentalization
——

—
Instrumentation

Instrumental genesis is an ongoing, non-trivial and time-
consuming evolution. A bilateral relationship between the
artifact and the user is established: while the student’s
knowledge guides the way the tool is used and in a sense
shapes the tool (this is called instrumentalization), the
affordances and constraints of the tool influence the student’s
problem solving strategies and the corresponding emergent
conceptions (this is called instrumentation).

(Drijvers et al., 2007)

The dual nature of instrumentation and instrumentalization
within instrumental genesis comes down to the student’s
thinking being shaped by the artifact, but also shaping the
artifact (Hoyles & Noss, 2003).




“Does the f function defined by f (x) = Inx + sinx accept
as a limit 4o in +e0?” strongly depends on the
environment (whereas elementary theorems allow to
answer yes to the question).
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Figure 1: A representation of the function
x —lnx+10sinx

If students have a graphic calculator, 25% of them answer

no, due to the oscillation of the observed graphic

representation (Figure 1): within a group of same level

students deprived of a graphic calculator. only 5% of  (Guin &
wrong answers are collected. The very economy of the  1rouche 1999)

(Gen)indfarelse af integralbegrebet pa BASE-kurset.

* Uendelig sum med en geometrisk fortolkning som areal
» Undersummer og oversummer
» Det bestemte integral som samlet eendring over et interval

» Viser: Det bestemte integral, F (t), af en kont. funktion
f(t) er differentiabel med F ’(t) = f (t).

 Viser: F vilkarlig stamfunktion til f sa er:

F(r)=] f(t)dt+C




Kompartment modellering udfordrer de studerendes

forestillinger om integralbegrebet

Ind(t)
—)

C(0),
C(to) = C

ud(t)

C(t) angiver kvantum (niveauet i kompartmentet) af
“stof” til tiden t. Ind(t) og ud(t) angiver stremmen af
stof” ind og ud af kompartmentet til tiden t.

C'(t) = Ind(t)-Ud(t), C(t,) =C,

C(t,)=C, +j Ind () —Ud (t) dt

to

Forstaelsesproblemer ved integralbegrebet

Begrebsforestillinger:
* ”"Rigtig” integration:
Find stamfunktion, indset endepunkter.

 Indskreenket til denne operation og "areal under graf”.

Konsekvenser:

» Kun analytisk givne funktioner kan integreres.
* Man kan kun integrere, hvis man kan finde en

stamfunktion og det kan ”man” altid hvis man kender

en forskrift for funktionen.
» Det giver ikke umiddelbart anledning til konflikt.

Arsag:

» De studerendes billede af funktionsbegrebet omfatter

ikke grafer som funktioner.




Problemet med C - den vilkarlige konstant:
o Hvornar skal den med, hvornar skal den ikke med?

« Indgar tilsyneladende ikke i formlen
T
[ f@dt=[F @O, = F(T)-F(T,)
T

» Menf’ =g’ betyder f =g+ C, sa her skal den med.
Forstaelsesproblem:
 Ufuldstendig forstaelse af stamfunktionsbegrebet

» Hvad betyder det om to funktioner, at de har samme
tangenthaldning i et hvert punkt af definitionsmangden?

» Giver anledning til mystiske forekomster af konstanter.

Udfordringer af de studerendes begrebsforestillinger:

» Understgatte deres skrgbelige forstaelse af integralet som en
sum af en variabel sterrelse.

« Integrere numerisk — i handen og i MatLab.
| handen: v-t grafer
» Areal fortolkning giver fysisk mening som streekning.

o Teeller tern: Strider grundlzeggende mod deres opfattelse af
’rigtig” matematik (Einstein)

» Fordel: Understatter sum-opfattelsen af integralbegrebet

» Ulempe: Hvis de ikke ser andre eksempler kan
arealfortolkningen blive altdominerende




Modelleringsprojekt: CO: -indholdet i en sg.

Modelleringsproblemstillinger kan tilretteleegges sa de
studerende far mulighed for at

* aktivere begrebsdefinitionen
* udvide deres begrebsforestillinger
* selv at bruge centrale betydninger af begrebet

Analyse af CO: - balancen i sgvand:
» Planter forbruger CO. om dagen og producerer om natten.

» Strgmmen ind og ud af CO.-komp. er udtryk for biologisk
aktivitet.

» Det biologisk interessante er hvordan raten (millimol CO:
per liter vand per time) andrer sig over et dagn

 Data: sammenhgrende malinger af tid og CO: raten
mmol/l/time.

Isceneseettelse: Indledning, data, hjeelpespgrgsmal

Tid CO,-raten Tid CO,-raten
(Timer efter daggry) | (mmol/l/time) | (Timer efter daggry) (mmol/l/time)
0,666 -0,027 12,666 0,028
1,333 -0,048 13,333 0,058
2,000 -0,043 14,000 0,046
2,666 -0,041 14,666 0,040
3,333 -0,040 15,333 0,039
4,000 -0,039 16,000 0,035
4,666 -0,038 16,666 0,031
5,333 -0,037 17,333 0,029
6,000 -0,035 18,000 0,027
6,666 -0,032 18,666 0,024
7,333 -0,028 19,333 0,021
8,000 -0,026 20,000 0,020
8,666 -0,024 20,666 0,017
9,333 -0,023 21,333 0,013
10,000 -0,021 22,000 0,012
10,666 -0,013 22,666 0,009
11,333 -0,009 23,333 0,002
12,000 0,000 24,000 0,000




Punktplot af radata

Punktplot af radata
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Skift til stamfunktionsopfattelse

Anden del af projektet: skift i betragtningsmade

o Skift fra CO.-raten som afledede til CO--indholdet til
CO:-indholdet som stamfunktion til CO--raten.

Stimuleres gennem spgrgsmalene:

* Opstil et kompartmentdiagram, der beskriver maengden
af CO:-indholdet i sgen.

» Hvornar er CO:z-indholdet i vandet mindst og hvor stort
er det?

» Hvor meget CO:blev der frigjort til vandet i lgbet af de
12 nattetimer, og hvor meget blev der fjernet i de 12
dagstimer?

» Ersgen i ligeveegt mht. CO2-mangden, hvordan kan det
afgares grafisk?




Skift til stamfunktionsopfattelse

» De skal skifte synsvinkel og betragte deres punktplot
som en funktion hvis stamfunktion de gnsker at vide
noget om.

» For mange studerende er der stor forskel pa de to
synsvinkler.

» Udfordring: fa de studerende til at etablere forbindelser
mellem deres begrebsbilleder for afledede funktion og
for stamfunktion.

* Num. integration - "teellen tern”: opleves som nyttigt
redskab, der kan svare pa relevante og vedkommende
spargsmal.

Skift til stamfunktion som akkumuleret rate.

Sidste del af projektet: Estimer CO:-indholdet hvert 20.
min.
» Konflikt med begrebsforestillinger eller stort tomrum.

» Ved at de skal integrere funktionen afbildet i
punktplottet.

» Forvirringen bunder i deres begrebsforestillinger

Paedagogisk-didaktisk observation:
L: Hvad bliver | bedt om at finde?
S: CO:-indholdet i sgen

L: Ja, hvordan kan | bestemme den?
S: Vi kender raten....




T DG

Det vil sige vi kender ...

Men er det sa f vi skal finde? (alle kigger pa lereren)

Det ved jeg ikke. Det er CO:-indholdet I skal finde.
Vi kender hastigheden sa det er f vi skal finde.

Vi skal altsa integrere

Ja, hvad er det | skal integrere?

Vores funktion

Ja, hvilken funktion?

Den her (peger pa punktplottet af radata)

Ja, det er rigtigt.

Lereren gar.

Et stykke tid efter blive leereren tilkaldt igen

L:

e

S

I B

Hvordan gar det? Har | faet integreret jeres
funktion?

Nej

Hvorfor ikke

Vi har jo ikke nogen funktionsforskrift

OK - men er der ikke andre mader man kan
integrere pa?

Jo numerisk, og det har vi ogsa gjort men sa far vi

-0,025, og det kan jo ikke passe, der kan jo ikke
veere negativ maengde CO: i sgen.

Hvordan er i kommet frem til det tal?

Vi har integreret funktionen ved at telle tern. Det
der er under x-aksen er negativt.
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: Lad os pregve at holde fast i hvad det er | skal finde.
: Vi skal finde integralet...

: Ja men hvorfor er det at | gerne vil integrere?
A

: Hvad star der i opgaven?

: Nah — ja. Vi skal finde CO:-indholdet

: Ja, hvornar?

. ...7?2...Hvad mener du?

: Er det ved midnat ... eller ... ?

:Ja... nej ... det er ved daggry.

: Hvor star det?

: @h..... det star der ikke noget om

: Nej, hvad er det der star?

Der laeses i opgaven og ved feelles hjelp kommer man
frem til at det er hvert 20. minut.

S:
L:
S:

L

e or

Men sa skal vi jo finde mange tal!
Ja.

Men integralet er jo bare et tal ... ikke? Hvordan
kan det sa blive en hel funktion?

Man integrere

Ja, hvad integrere man?
Funktionen — raten

Ja, hvorfra og hvortil?
Naaah - fra 0 til 0,666
Ja.

areren gar igen — og kaldes ind igen efter et stykke tid.

Hvordan finder man CO.-indholdet til tiden 0,6667?




w

Vi kan stadig ikke finde ud af det. Skal vi teelle tern
over det hele?

Hvad mener | med ”over det hele”?

Nu har vi gjort det for det fgrste datapunkt fra O til
0,666. Og sa har vi gjort for det andet datapunkt fra
0,666 til 1,333. Er det s CO:-indholdet til tiden

1,3337?
Det er et godt spargsmal.
Det bliver jo et keempe regnestykke....

Ja, men I har jo tabellagt den funktion I skal
integrere, sa | kan maske bruge et af jeres MatLab-
programmer.

Nah ja, til numerisk integration.

Ja, | kan jo ogsa overveje hvad I vil ggre med de 20
minutter.

De 20 minutter?

| projektet kan at de studerende via deres IT baserede
modellering fa yderligere mening med centrale
begreber som afledede funktion, stamfunktion, det
bestemte og ubestemte integral og knytte disse begreber
til den konkrete problemsituation.

Den vilkarlige konstant C bliver afmystificeret.

Maengder af tilfgrt hhv. fjernet CO: i sgen findes ved
arealbetragtninger, og her spiller konstanten ingen rolle.

Kendskab til maengden af CO: til et givet tidspunkt afger
det faktiske niveau, begyndelsestilstand.

Det er i kraft af modelleringskonteksten at dette bliver
klart. Det negative CO:-indhold gar, at de studerende
oplever begransningen i deres begrebsforestilling.

Og det var i kraft af konteksten at resultatet af
integrationen blev meningsfuld for de studerende.




Inspireret af Tall’s Procepts. (Tall, 1996)

Proces | Model Numerisk Symbolsk Grafisk
Vakst- | Frem Hastighed Numerisk f'(x,) et Tangenthzld-
rate fra afstand— | gradient pun(i<t ningen i et
tid relation Symbolsk grafpunkt,
differentiation | Stejlhed
Tilbage | Position / Numerisk c(t) = c(t,) + | Heeldnings-
tilstand fra | lgsning af . felt
hastighed differential- I c'(x)dx
ligninger %
Kumu- |Frem | Afstand/ Numerisk N Areal under
leret tilstand fra | beregning af J‘ f(x) dx= graf
vaekst kendﬁ sam;< areal, el
menhzng for | summering a
hastighed / | variabel F(b)-F(a)
veekst starrelse
Tilbage | Hastighed / | Numerisk af d % Tangentheld-
veekstrate fra | yzkstrate ?I f(t) dt | ningsgraf fra
position / X3 grafen for en
tilstand =f(x) arealfunktion

4 1T som redskab til matematisk modellering

» Problemlgsning og modellering af dynamiske geometriske
feenomener. Fodbold

» Modellering af stokastiske f&enomener ved hjelp af
simulering.

* Deskriptiv modellering ved linegr regression og trans-
formationer af data.

* Modellering af dynamiske systemer med differens-
lignings- eller differentialligningsmodeller.




Model af en matematisk modelleringsproces

Opfattet
virkelighed

(a) Problemfgrmulering

Handling/erkendelse Undersggelsesdomzne
(e) Fortolkning og evaluering @ (b) System{tisering

Modelresultater

System

(d) Matematisk analyse (c) Materhatisering

Matematisk system

(Blomhgj & Hgjgaard 2002)

Matematisk modelleringskompetence omfatter
at kunne

« formulere spargsmal, der kan belyses ved hjlp af en
matematisk model

» anvende faglig viden til at strukturere og simplificere
systemer

» anvende matematik og IT til at opstille og analysere
modeller

» vurdere og Kritisere egne og andres brug af modeller
 reflektere over og kritisere en samlet modelleringsproces

» kommunikere om opstilling, analyse, anvendelse og
kritik af en matematisk model, bl.a. ved hjeelp af IT.

10=44




Salmonella inficerede &g — et risiko f&anomen

Det faglige sigte med forlgbet pa 8.-9. kl.:

* Risikovurdering
* Risiko ved gentagne handelser

* Stikprgver som feenomen, konkrete undersggelser og
beregninger af hyppighed

 Simulering af stikpreveudtagning i regneark
» Troveerdighed af stikprgveundersggelser
» Ansvarlighed i kommunikation om risici

» Model for risiko af en haendelse: s(h)-k(h)




Ansvarlighed - ved deklaration af &g
Lav en deklaration til denne sending a&g som | kan sta indenfor.

Elev 1 ..jeg synes ikke vi skal tage nogen stikpraver.

Elev 2 Nej .. vi skal hellere spare pengene.

Elev 3 Vil I .vil | s& bare s&lge &ggene?

Elev 1 ...Ja..vikan alligevel ikke vere sikre. Sa skal vi
bare szlge en hel masse billige &g.

Elev 2 ...og blive rigtig rige.

Elev 3 ..Hvor er du bare led...helt &rligt, teenk hvis der er
nogen der far salmonella!

Elev 4 Man kan da godt veere ..lidt sikker...

Elev 2 Ok, sa ta'r vi to stikpraver ..det bli’r ...tyve.

Elev 1 Nej...eggene koster jo osse 50 gre.

Elev 3 Vil | sa skrive, de er testede.

Elev 4 Sa skal JEG i hvert fald ikke kabe nogen ..

Elev 2 Ja.. s skri ..sa skriver vi bare, de er
salmonellatestede.

Elev 3 Gud ja ..gad vide om der er nogen der gor det.

Elev1 Tror I ikke, det er ulovligt?




En anden gruppe, der har udtaget en stikprave med 10 &g
og ikke fundet nogen med salmonella, skriver kort og
godt: Fri for salmonella

Det far en elev til at skrive i sin logbog: "ZAgproducenter
kan da bare snyde, ligesom vi gjorde, med kun at tage fa
stikpragver og derefter sige, at deres &g er salmonellafrie”

En tredje gruppe, der har testet 3 gange 10 &g og fundet
henholdsvis nul, et og et inficeret &g i de tre praver,
skriver simpelthen: Testet for salmonella

En fjerde gruppe har fundet i alt 2 salmonella &g i 5
stikpraver af 10 &g. De skriver:

Mindre en 5% af a&ggene er inficeret med salmonella.

Simulering af stikprgveudtagning i excel

Simulering: Ved hvert tryk pd F9-tasten simuleres udtagning af
10 aeggebakker med hver 10 eeg.
Anvendt kode: 1: angiver at segget er med salmonella
Risiko: er chancen for salmonella i et zeg (den kan man zendre pa)

Antal zeg med
/g nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 salmonella
Bakke 1 i bakke 1
Bakke 2 1 1 i bakke 2
Bakke 3 1 i bakke 3
Bakke 4 i bakke 4
Bakke 5 i bakke 5
Bakke 6 i bakke 6
Bakke 7 1 i bakke 7
Bakke 8 1 i bakke 8
Bakke 9 1 i bakke 9
Bakke 10 i bakke 10
| alt: 8 &g

i
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Simuleringsresultater for 1000 bakker

Antal bakker med salmonella-seg
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

hyppighed: 343 403 180 64 9 1 0 0 0 0 0

frekvens: 0,34 0,4 0,18 0,06 0,01 0 0 0 0 0 0

Frekvens af bakker

0,45
04 1
0,35 -
0,34
0,25
0,2 4

0,15
0,14
0,05 <D
0 T T T =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

frekvens

antal salmonella-geg i bakken

Spargsmal fra eleverne under forlgbet

Hvad er sandsynligheden for en bakke uden salmonella?
P(0 bld) = (1 - 0.1)%0 =0.3487

P(mindst 1 bld) = 1 - 0.3487 = 0.6513

P(netop 2 bld)=k(10,2) 0.12 (1-0.1)8 = 0.1937

Betyder det, at over en tredjedel af preverne er fri for
salmonella, selv om der er 10% af &ggene, der er
inficeret?

Hvor mange stikprever skal der egentlig til?

Men i virkeligheden bliver de undersggte a&g da ikke lagt
tilbage, er der nogen der indvender!




10=44 — du rammer hardere end du tror!

En bil der karer 50 km/t overhales af en bil, der karer 60 km/t.
Da bilerne er lige ud for hinanden lgber en pige ud pa vejen.
Bilen der kerer 50 km/t kan netop na at standse inden den
rammer pigen. Men den anden rammer hende med 44 km/t.

9 ud af 10 bliver drabt ved en sadan pakarsel.

Passer kampagnens pastand?
&3
)

o\

N
\ >

B

¢

(Blomhgj, 2003)

Modellering ved hjelp af differensligninger og regneark

Uddrag fra en rapport fra et forlgb i leereruddannelsen:

Hvis vi regner i ’sma’ tidsskridt, At, kan vi (under
opbremsningen) regne som om hastighederne (farten) er
konstant for hver bil:

V(t+At) = v(t) — b At
s(t+ At) = s(t) + v(t) At

hvor v(t) [m/sek] og s(t) [m] er bilens fart og position til tiden
t, og hvor b [m/sek?] er bremseevnen.

Ud fra disse formler har vi lavet et regneark i excel: 10=44




v (m/sek), s (m)
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Dialog om fortolkning af resultaterne (9. klasse)

L:
El:

L:
E2:

L:

Hvor er pigen?

Der! [Peger pé skeeringen mellem 1. aksen og
hastighedsgrafen for bil 1.]

| 2,7 sekunder.?

Nej, hun star her! [ Peger pa toppunktet af
stedgrafen for bil 1.]

Hvor?, hvor mange meter fra det sted, hvor
farerne forst sa pigen?

26 meters. [Peger pa 2. aksen.]

Sa hvad med bil 2? [Lareren gar.]

Hvad fandt | ud af?

Bil 2 har passeret det sted, hvor pigen stod, far
bil 1 nar at stoppe. Pigen er dad, inden bil 1
stopper. [Eleverne griner.]




E2:  Bil 2 rammer pigen med 11 m/sek.

E1l:  Det svarer kun til 40 km/time.

L: | kan jo prgve at &ndre pa reaktionstiden.

L: Hvad sker der i gvrigt efter, at pigen er dad,
ifglge modellen?

E1l. ....bil 2 stopper efter 3 sek.

L: Hvor langt har den da kart?

E1l:  Ca. 35 meter.

L: Og hvad sker der sa derefter?

E2:  ....den begynder at bakke.
E1l:  Sabliver pigen kert over igen! (Eleverne griner.)
L: Hvad er det der gar, at modellen ikke svarer til

virkeligheden her?

vl, v2 (m/sek)

v-s diagram

20,00

15,00

10,00 \‘\

\ N
5,00 \
0,00

—v1 (m/sek)
— V2 (m/sek)

5y
) 10 20 / 30 } 40
-5,00 / /
-10,00

7

-15,00

s1, s2 (m)




Modellens resultater

Med en reaktionstid pa 1 sek. og en bremseevne pa 8 m/sek?
rammer bil 2 pigen med 40 km/time. Med disse parametre
passer kampagnens pastand altsa ikke.

Vi har eksperimenteret med modellen og fundet ud af, at den
hastighed som bil nr. 2 rammer pigen med vokser, nar vi
saetter reaktionstiden op og nar vi satter bremseevnen op.
Men nar vi &ndrer pa disse starrelser betyder det ogsa, at
pigen star et andet sted. Det er selvfglgelig bedst at have
gode bremser.

Radet for starre feerdselssikkerhed har brugt en reaktionstid
pa 1.5 sek. og en bremseevne pa 8 m/sek2. Med disse veerdier
rammer bilen, der kagrte 60 km/time pigen med en hastighed
pa 43 km/time.

En reaktionstid pa 1.5 sek. er nok lige i overkanten for
bilister, der ikke er pavirket af spiritus eller andet. En

bremseevne pa 8 m/sek? er til gengaeld nok en rimelig
antagelse.

Om modellen i gvrigt passer pa virkeligheden afhaenger
bl.a. af om vejen er glat og om det gar opad bakke eller
nedad bakke.




Refleksioner over forlgbet i leereruddannelsen

Opgaven var i gvrigt ikke sa ligetil, som man kunne
forvente. Man matte danne sig et vaesentligt overblik over,
hvordan tid, hastighed og vejleengde var indbyrdes
afhangige under opbremsning. Og hvad med
reaktionstiden?

For det farste er det meget motiverende at arbejde med et
problem, man se meningen med og som er virkeligt. For det
andet er en forstaelse af problemet og en idé om, hvad det er
modellen skal kunne bruges til af stor betydning under
arbejdet med opbygning og analyse af modellen.

Det viste sig faktisk, at vi havde vearet omkring samtlige trin
i modelleringsprocessen. Det var jeg faktisk overrasket over
at se — jeg havde ikke gennemtaenkt det pa forhand.

Det var meget spendende selv at opstille en model, der
kunne bruges til at regne efter om pastanden i kampagnen
var rigtig.

Vi leerte noget om trinvis beskrivelse af hastighed og
bevagelse og noget om at bruge regneark.

Det vigtigst for mig var, at det var en virkelig
problemstilling, og at vi selv kunne undersgge den ved
hjelp af en matematisk model. Sadan vil jeg gerne kunne
arbejde i min egne undervisning.




Regnearkets betydning for modelleringsarbejdet

Det var sveert i starten. Jeg skulle fgrst veenne mig til, at
Excel gar det, jeg skriver, det skal gare, og ikke det, jeg
teenker jeg vil have det til at gare.

Man kan ikke se formlerne samtidig med tallene, og
regnearks-notationen gar det vanskeligt at leese formlerne.
Det er ikke til at se, hvad man har taenkt.

Det er muligheden for dynamisk at &ndre pa konstanterne og
med det samme at kunne se resultatet, der giver modellen liv,
0g gar det spendende at arbejde med modellering og
regneark.

I starten kunne vi ikke finde ud af, hvordan vores
regneark skulle virke. Vi var i tvivl om, hvad vi skulle
regne ud og hvilke vardier vi skulle kunne &ndre pa i
vores model. Da vi farst fandt ud af, at reaktionstiden og
bremseevnen skulle veere konstanter, som man skulle
kunne &ndre pa — det vil sige de skulle veere meerket med
$-tegn i formlerne — gik det meget bedre. D43




Fra en rapport fra modellingskursus ved nat-bas, RUC

Under opbremsningen:

V(t)=v,—bt og s(t)=v,t—Ybt

Bil 1] | s, Her stz?r pigen s (m)
[ Y ‘t 2 [
0% vt)=0= S, =V, /2b
Bil 24 Vao '%tr l S, |
(Vzo - VlO) ’tr
2
- Vig
Afstand som bil 2 kan S, =———(Vy — Vi) -1,
bremse pa: 2b

Lasning af ligningen for s, giver kun én brugbar t-veerdi:

— Vo T \/Vzo2 . 2b52 ()

t= - Indsat i v,(t) far vi:
) ) Heri indsattes bremseafstanden
V,(S;)" =Vy —2bs, for bil 2, og vi far v,
2 2 2

Vonit =Vao —Vig~ + 2Bt (Voo — Vi) =
bt — Vzmt2 —V202 +V102 Indseettes begyndelseshastig-

L= _ hederne: 13,89 m/s, 16,67 m/s

2(\/20 VlO)

0g Vo = 12,22 m/s fas:

bt. =11,61 m/s

t.=0=v,,;;=9,22mls




Refleksioner over modellens resultater

Ifalge vores model er kampagnens pastand kun rigtig, hvis

bt =11,61 m/s

Hvis man regner med tyngdeaccelerationen, g = 9,82 m/s?,
som den maksimale bremseeffekt far vi en mindste
reaktionstid pa t, = 1,17 s.

Det er lidt langsomt for chauffarer, der ikke er pavirket af
alkohol eller andre stoffer. Vores konklusion er derfor, at
selv under forudseaetning af, at vores model er rimelig, er
’10=44" kampagnen lettere overdrevet.

...med de realistiske parametre, t. =1 s og b = 8 m/s?,
skal en bil med 60 km/t bruge 34 meter til at stoppe, mens
en bil med 50 km/t kun skal bruge 24 meter. Sa graensen
pa 50 km/t i byer giver god mening.

IT-baserede modelleringsprojekter
fra et kursus problemorienteret projektarbejde
Systematik i solsystemet

Udvikling i befolkningssammensetning -
Befolkningspyramider

YOUNG MOBILE A/S - Det optimale mobilabonnement
Befolkningstal og indvandring i Danmark D18
Investeringsteori

Trafikmodellering — over en bro og ved lyskryds




Eksempler pa forlgb udviklet pa kurset

Nedbrydning og udskillelse af narkotika
Modelleringsprojekter i gymnasiet
Design og placering af et hus

Design af en vodka-klovn D20
Faldskeermsudspring D21
Medicindosering D23

Rapporterne findes pa:

http://magenta.ruc.dk/nsm/uddannelser/gymnasielaerer/

Eller via www.ruc.dk

5. Didaktiske udfordringer ved integration af IT

IT-viden: Viden om IT-veerktgjers faglige og didaktiske
muligheder og begraensninger.

Matematisk viden: Viden om hvilke aspekter af de
matematisk begreber, der szrligt kan understattes ved brugen
af et givet program og om de mulige faglige udfordringer
som eleverne kan mgde i arbejdet med programmet.

Didaktisk viden: Viden om tilretteleeggelse og
gennemfgrelse af IT-baseret matematikundervisning.
Leareren ma kunne udvikle forestillinger om hvordan
eleverne vil arbejde med et givet IT-baseret opleeg og om
hvilke tekniske og faglige vanskeligheder eleverne kan
forventes at mgde, samt om hvordan man kan udfordre
forskellige typer af 1T-baserede elevvirksomhed.




Holdninger og opfattelser der kan fremme integration
af I'T i matematikundervisning

En mulig fagopfattelse:

Matematik handler om at opdage og beskrive f&enomener
ved hjelp af matematiske begreber og metoder samt at
undersgge og forklare sadanne faenomener gennem
reesonnementer, beviser og modellering.

En mulig leeringsopfattelse:

En leereproces i matematik indeberer, at den leerende ud fra
egen viden og egne erfaringer og under indflydelse af den
sociale sammenhang konstruerer kognitive strukturer
baseret pa den leerendes matematiske aktiviteter. Derfor
forudseetter leering i matematik, at den laerende er
matematisk aktiv.

Opfattelse af og holdning til undervisning:
Matematikundervisningens hovedopgaver er at tilretteleegge
0g organisere situationer, hvor eleverne gennem deres
aktiviteter og interaktive samspil med hinanden og med
lereren kan konstruere relevant faglig viden. Pa grundlag
heraf ma undervisningen sgge at stgtte opbygningen af en
feelles faglig viden i klassen.

Opfattelse af og holdning til IT:

Anvendt i matematikundervisning er avancerede IT-
veerktgjer steerke medier til udforskning af og
kommunikation om matematiske sammenhange. Brugen af
IT bevirker let en transformation af det faglige indhold i
undervisningen, og ma derfor overvejes ngije i forhold til
undervisningens intentioner. Kompetence til at anvende
sadanne IT-verktgjer har selvstendig veerdi.




En model for dialogiske leereprocesser
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(Alrg & Skovsmose, 2002 og 2006)

Integration af I'T i matematikundervisning
gennem samspil mellem praksis og forskning

Tak for opmarksomheden




Forteel mig hvor langt i er kommet. Kan | tegne en figur der illustrerer
problemet.

. Vi kan ikke overskue det.

Sa tegner vi. Vi ma lade vandkanten veere en ret linje. Den druknende
befinder sig i en vis afstand fra linjen pa den ene side. Livredderen
befinder sig i en (sikkert) anden afstand pa den modsatte side (denne
figur fremkom lidt efter lidt).

: Jeg er med! Livredderen kan sa enten lgbe vinkelret ned til vandkanten
for det er den hurtigste vej, den er nemlig kortest.... Bagefter skal han
(hun!) maske svemme langt, for det ikke sikkert at den druknende er lige
ude i vandet, og sa skal livredderen svgmme pa skrat. Den korteste
svemmetur fa livredderen ved at Igbe over til det sted, hvor han kan
svgmme vinkelret ud ....

Hvad mener du sa er hurtigst for livredderen, den korteste lgbetur
efterfulgt af den leengste svemmetur, eller omvendt?

: Det skal veere det sidste for han lgber hurtigere end han svemmer.

Hvis livredderen svgmmede lige sé hurtigt som han Igb (selvom
det ville veere utzenkeligt!), sa ville det veere hurtigst at fglge en ret
linje (stiplet linje tegnes)!

: Jo, men han lgber hurtigere end han svemmer, sd i alle tilfeelde ma
han lgbe laengst og svemme kortest. Han skal nok veelge den vej
der giver ham starst mulig fordel bade som Igber og svemmer..
Han lgber nok sadan her pa skra ned til vandkanten, bagefter tager
han en anden skra vej ud til den druknende.

Godt skal vi seette bogstaver pa linjestykkernes lzengder, eller skal
vi foresla nogle afstande f.eks. at livredderen er 50 meter fra
vandkanten, den druknende befinder sig 25 meter ude og der er
100 meter mellem de to punkter som er vinkelret inde pa
vandkanten (hvis du forstar? ).

O
=
=

: Nej lad os bare seette bogstaver pa.




"En undersggelse foretaget af Rambegll Management for Jyllands-
Pasten kunne sgndag den 23. maj 2004 afslgre, at en million danskere
frygter, at muslimer | fremtiden vil komme til at vdgere et flertal af
befolkningen i Danmark - hele 59 pct. af de adspurgte tror endda, at
dette vil ske inden for de nasste 30 &r.

Det stér ifalge undersegelsen | skzsrende kontrast til prognoser fra
Danmarks Statistik. Her forudser man nemlig, at andelen af
indvandrere og efterkommere fra ikke-vestlige lande "kun" vil komme
til at igge pd 10,9 pct. i 2050. Men med statistikker og prognoser er
det som med en gammel lygtepasl - de er gode at lzene sig op ad, men
drlige til at oplyse. Og der resultat, der spyttes ud af maskinen,
afhaenger meget af de data, der kommer ind i den. (..)"

Peter Skaarup, 25.05.2004

En befolkningsmodel i Dynasys
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Projekt Vodkaklovnen

- Et problemorienteret projektarbejde om modellering, optimering,

differentialregning og rumlige figurer

Af: Dres Poulsen

En succeshistorie

Dette er en afrapportering af et forseg med anvendelse af problemorienteret projektarbejde 1 en 2.z matematisk klasse i
gymnasiet. Forseges er Iykkedes over al forventning, og det er min opfattelse. at det problemorienterede projektarbejde
kan fi en central plads 1 matematikundervisningen fremover. Det problemorienterede projektarbejde (fremover PPA)
har nogle helt klare forcer ifht. ndviklingen af bestemte elevkompetencer. og det gennemfarte projektforleb har veret
eksemplarisk ifht. anvendelsen af den matematik, som eleverne lerer i gymnasiet. Flere elever berettede under
evalueringen af projeltet. at de var meget overraskede over, at de faktisk kunne bruge den matematil:, som de havde
leert i gymnasiet, til at lose et “rigtigt” problem. At PPA pa denne made kan vere med til at motivere
matematilundervisningen for eleverne (og maske undervisning i det hele taget), fremstar for mig som en meget vigtig
erfaring. som jeg gerne vil bringe videre. Jeg haber derfor at folgende succeshistorie kan vere en inspiration for andre

undervisere.

15

1. Projektets overordnede udviklingssigte

Vi har valgt at deltage i udviklingen og gennemferelsen af et konkret
problemformuleret projekt i matematikundervisningen, fordi vi er tilmeldt
standardforsgget i matematik, hvor en del af undervisningen netop teenkes
gennemfert som projekter, og fordi vi gerne vil teste et forlab, der vil kunne bruges i
matematikundervisningen eller i tvaerfaglig sammenhasng efter reformen. Det vi isaer
har ensket at leere er at indkredse et godt matematisk problem, der udfordrer
eleverne til pd egen hand at sastte sig ind i noget nyt stof — gerne noget, der tvinger
dem veek fra almindelig opgaveregning og traditionelle lzerebager.

2. Intentionerne for elevernes udbytte af projektet

Ideen med projektet er at arbejde med en matematisk problemstilling der skal vise
eleverne at matematik kan vaere bade dynamisk og induktiv. Samtidigt skal eleverne
treenes i opstilling, efterprovning, justering og kritisk vurdering af en matematisk
model, ligesom det er hensigten, at eleverne far udvidet deres grafkendskab og deres
evne til at fortolke grafer samtidig med, at de far treening i brug af regneark. Sidst
men ikke mindst skal eleverne have eget deres projektarbejdskompetence.




9. Konklusion

P& trods af de problemer vi har beskrevet tidligere, var projektet en succes
ikke mindst fordi alle elever var glade for at kunne arbejde selvstaendigt med
et prohlem uden facit under strukturerede former.

I de rette rammer og med et solidt forarhejde af laererne er problemorienteret
projektarbejde i matematik er et fremragende alternativ til den traditionelle
matematikundervisning, uden i gvrigt at undervurdere sidstnaevnte. Erfaringen
fra dette forleb kan opsummeres i tre punkter:

1. Eleverne bliver engagerede deltagere i deres egen matematiske
udvikling.

2. Matematik kan laeres i faellesskab, gennem fzelles aktivitet og falles
erfaringer.

3. Gruppearbejde far en ny meningsfuld betydning.

Tid Koncentration
timer | mg/L
10,0
2 7,0
4 5,0
6 3,5
8 2,5
10 1,9
12 1,3
14 0,9
16 0,6
18 0,5

Eleverne bliver bedt om at opstille en model for hele problemstillingen og af-
levere en rapport skrevet til la2gen, der tager fat p& felgende sporgsmal:

1. Hvordan falder kencentrationen i blodet som tiden gar.

2. Hvordan kan man planleegge en lebende medicinering med en fast dosis D
og fast tidsinterval T, s3 koncentrationen efter et par injektioner ligger in-
denfor 5-15 mg/L?

3. Hvordan kan man planlgge en lebende medicinering med en startdosis og
derefter en fast dosis D og fast tidsinterval T, s3 koncentrationen med det
samme ligger indenfor 5-15 mg/L?

4. Hvad skal man overveje inden man bruger denne medicineringsplan p3 en
anden patient




| samtlige grupper udspandt sig en dialog tet pa falgende:

E1: Vi kan se, at den falder hele tiden, men den falder mindre og
mindre.

L: Hvaffor en?

E1: @h ... det ma vaere koncentrationen af medicin.
L: Ja. Er der noget system?

E2: Ja, den falder til det halve hver fjerde time.

L: Ja. Den falder altsé ikke med en fast starrelse, men hvad er det s&
der er fast?

E1: Det er det den falder... altsa det vi ganger med.
E3: Det ma vare procenten ...

L: Falder den ogsd med en fast procent, hvis vi kun ser pa spring pa 2
timer?

E1: Den falder fra 10 til 7. Sa der er altsd 70% tilbage.

L: Jaog nar vi skal finde 70%, hvad er det sa vi ganger med for at finde
det?

E1l: Viganger med 0,7
L: Passer det at den fortsaetter med at falde til 70%, nar vi gar videre?

E2: Huvis vi ganger 7 med 0,7 sé far vi 4,9 og det passer ikke! Det skulle
give 5.

E3: Det passer da fint. Det er jo naesten det samme! Det er bare
afrundingsfejl.

L: Hvis den ogsa falder med en fast procent hver time, hvor mange
procent skulle det s& veere, nar den falder med 30% pa to timer.

El: Det mé vere 15%

L: Pragv at se om det passer. Hvad skal man sa gange med for at fa
koncentration en time efter?




aflaese koncentrationen ved 18 timer. Problemerne opstar, nar de skal be-
regne hvad koncentrationen er efter 1 time. Efter nogen tid ses problemet
og faktoren findes ved at preve sig frem. I halvdelen af grupperne ser ele-
verne selv at det faktisk er en andengradsligning de skal lose og nogle
kommer selv frem til at fremskrivningsfaktoren herende til en time m3 vaere

\(E eller #ﬁ

Derefter gik eleverne i gang med at bruge EXCEL og her behgvede de ikke
megen hjzlp. De introducerende EXCEL-opgaver havde rustet dem tilstrask-
keligt. Her fik de ferst problemer, nar opgavetesten skulle skrives. De forste
udkast var oftest umulige at forst2 (se dialog 2 under afsnit 5).

15
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