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1 Introduktion
Som eksempel på et af de områder hvor man i stort omfang anvender matematik til at modellere virkeligheden, vil vi i det følgende se på en model for økonomien i en virksomhed. For at gøre modellen så simpel som mulig går vi ud fra at virksomheden kun har én målsætning, nemlig at skabe det størst mulige overskud. Det forudsættes desuden af vi har at gøre med et marked i ligevægt, hvor udbud er lig efterspørgsel.
I modellen for virksomheden vil vi støde på en række forskellige typer af funktioner som behandles nærmere undervejs i noterne. I kassen herunder er de vigtigste begreber og sammenhænge nævnt. 

 (
Overskuddet
 i virksomheden er lig med indtægter minus omkostninger.
Indtægterne
 er bestemt som antal solgte vareenheder, 
m
, ganget med salgsprisen pr enhed, 
p
.
Man antager at virksomheden får afsat (solgt) hele sin produktion, dvs. at 
m
 står for både den solgte mængde varer og den producerede mængde varer.
Salgsprisen
, dvs. den stykpris virksomheden kan få for sine varer, afhænger af den mængde varer, som virksomheden vil afsætte. Denne sammenhæng mellem antal vareenheder og stykpris kan beskrives ved hjælp af 
efterspørgselsfunktionen
.
Efterspø
r
gselsfunktionen
 angiver altså den mængde varer, virksomheden kan afsætte, som funktion af prisen. Den betegnes 
m
(
p
), hvor 
m
 er mængden af varer og 
p
 er prisen.
Den omvendte efterspørgselsfunktion
 angiver prisen på varen som funktion af den mængde varer, virksomheden producerer (og sælger).
)

[bookmark: _Toc270593079]2 Efterspørgselsfunktionen.

Sammenhængen mellem mængden af varer, m, en virksomhed kan sælge og prisen, p, for varen kaldes enten efterspørgselsfunktionen eller den omvendte efterspørgselsfunktion afhængig af hvilken variabel der vælges som hhv. afhængig og uafhængig.
 (
Efterspørgselsfunktionen
 betegnes 
m
(
p
) og angiver altså den mængde af varer som virksomheden kan sælge som funktion af prisen på varen. 
Det antages at virksomheden producerer lige så meget som den sælger.
)
I praksis vil den omvendte funktion være mere naturlig at anvende og det er ofte også denne funktion man anvender i samfundsfag.
 (
Den omvendte efterspørgselsfunktion betegnes 
p
(
m
) og angiver altså prisen på varen som funktion af den mængde af varer, som virksomheden sælger.
)
De to funktioner er altså hinandens omvendte funktioner, dvs. kender man den ene, kan man også bestemme den anden. 

Eksempel: 
Lad  være en efterspørgselsfunktion, så er den omvendte efterspørgselsfunktion givet ved . 


[image: ] [image: ]
Figur 1 Efterspørgselsfunktionen m(p) = - p3/2 + 1000 og den omvendte efterspørgselsfunktion p(m) = (1000-m)2/3

 (
Øvelse 1
:
Isoler p i 
 og eftervis dermed at 
 er den omvendte efterspørgselsfunktion.
)

Efterspørgselsfunktionen kan være forskellige typer af funktioner, både lineære, eksponentielle og potensfunktioner. Generelt vil vi gå ud fra, at efterspørgselsfunktionen er aftagende, da vi regner med, at efterspørgslen på en vare vil falde, når prisen stiger. Det betyder at vi antager at . 

Hvis efterspørgselsfunktionen er aftagende, er den omvendte efterspørgselsfunktion det også, dvs.

 (
Øvelse 2:
Virksomheden ”Grams” anvender en efterspørgselsfunktion, der ser således ud:
Hvis prisen sættes til 
p
=60 kr., hvor mange varer kan virksomheden så afsætte?
Virksomheden ønsker at afsætte 1000 enheder af varen. Hvad skal varerne koste?
Hvor mange enheder kan virksomheden højst afsætte?
Opskriv en forskrift for den omvendte efterspørgselsfunktion.
)
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 (
Omkostningsfunktionen
 angiver de omkostninger der er forbundet med at producere 
m
 vareenheder. 
Den betegnes 
s
(
m
).
)


 (
Øvelse 3:
Virksomheden ”Grams” fra øvelse 1 anvender en omkostningsfunktion, der ser således ud:
Hvis virksomheden afsætter 1000 varer, hvad bliver omkostningerne så?
Overskuddet udregnes som indtægter minus omkostninger. Hvilket overskud får virksomheden, hvis de producerer 1000 varer?
)






Omkostningsfunktionen kan være forskellige typer af funktioner. 

I øvelse 2 så vi at , hvor a var en konstant, der angav stykomkostningerne ved produktion af en vare. I en lang række tilfælde vil der dog også være faste udgifter som ikke afhænger af hvor meget, der produceres/sælges. Det vil i så fald være mere realistisk med en omkostningsfunktion med et konstantled, b, som angiver de faste udgifter. Så ser omkostningsfunktionen sådan ud:




I nogle tilfælde vil der kunne opnås større effektivitet, når produktionen øges. I disse tilfælde vil de gennemsnitlige omkostninger ved at producere en vare ikke være konstante. Jo mere der produceres, jo billigere bliver det at producere flere varer. 

En omkostningsfunktion der tager højde for dette kunne være en potensfunktion: 

[image: ]
Figur 2 Omkostningsfunktionen s(m) = m1/3


Generelt for omkostningsfunktioner gælder at de er voksende, så .
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Overskud
sfunktionen
 angiver overskuddet efter produktion og salg af 
m
 vareenheder. 
Den betegnes 
o
(
m
) og udregnes som indtægter minus udgifter.
)4 Overskudsfunktionen

Virksomhedens overskud som funktion af den mængde der produceres/sælges kan nu opskrives ved hjælp af de forskellige funktioner, vi har indført:





hvor overskuddet er lig med indtægterne, , minus udgifterne, s(m).

Eksempel på overskudsfunktion.
Vi ser igen på virksomheden Grams. Den omvendte efterspørgselsfunktion var  og omkostningsfunktionen var 
Så bliver overskudsfunktionen:  , hvilket kan reduceres til  eller 
Man kan altså ud fra denne funktion beregne hvilket overskud virksomheden får afhængigt af hvor mange varer der sælges. Hvis der eksempelvis sælges 500 varer så beregnes virksomhedens overskud ved . Overskuddet bliver altså på 88667 kr., når der sælges 500 varer.
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Virksomheder er ofte interesserede i at maksimere overskuddet, dvs. finde den mængde af varer, der skal produceres sådan at overskuddet bliver størst muligt. 
Vi vil se på et eksempel på en efterspørgselsfunktion: 




Hvis prisen sættes til 40 kr vil den mængde varer, virksomheden kan afsætte, således være
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Figur 3 Efterspørgselsfunktionen m(p) = 3000 - 24p


Da vi er mere interesserede i den omvendte efterspørgselsfunktion, der angiver prisen som funktion af antal producerede (og solgte) varer isolerer vi p i ligningen . Vi får at:


Vi antager at det koster 50 kr at producere en vare. Omkostningsfunktionen bliver derfor . 
Overskudsfunktionen er givet ved:




Indsætter man udtrykkene for p(m) og s(m) fås:





Overskuddet er nu beskrevet som funktion af antallet af solgte varer. Det størst mulige overskud kan man finde ved at maksimere overskudsfunktionen. Først differentierer man:




Og så finder man lokale ekstrema ved at sætte den afledede funktion lig nul:








Vi kan se af grafen nedenfor eller af forskriften for o(m) at m = 900 giver anledning til et maksimum. Det maksimale overskud fås altså når der produceres 900 vareenheder. Og overskuddet bliver:



[image: [image]]
Figur 4 Overskudsfunktionen o(m) = 1/24m2 + 75m


 (
Øvelse 4:
Hos virksomheden ”Buksemageriet” er den omvendte efterspørgselsfunktion og omkostningsfunktionen givet ved:
Opskriv overskudsfunktionen, 
o
(
m
), udtrykt ved 
m
 og tegn grafen for funktionen.
Differentier funktionen og løs ligningen
 
o’
(
m
) = 0.
 Fortolk resultatet.
Hvad er virksomhedens størst mulige overskud? Hvad skal varerne sælges for?
)
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Den optimale produktionsstørrelse findes ved først at differentieres funktionen. Her kræves det at funktionerne p(m) og s(m) er differentiable.




Ved at anvende produktreglen for differentiation fås:





Derefter sættes og et eventuelt maksimum findes.
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I det foregående har vi søgt at finde den optimale produktionsstørrelse for en virksomhed, altså den værdi af m der gav det optimale overskud. Vi har dermed fokuseret på den vare der produceres, hvilket kan kaldes produktionens output. Vi har ikke fokuseret på, hvordan varen produceres, dvs. produktionens input. Eksempler på input kunne være antal arbejdstimer, en mængde af en råvare, antal maskiner, forbrug af elektricitet e.l. For at få det med i vores beregninger er vi nødt til at se på sammenhængen mellem input og output.
Denne sammenhæng beskrives ved produktionsfunktionen.

 (
Produktionsfunktionen
 angiver sammenhængen mellem input og output. Input betegnes med 
x
 og dækker f.eks. over antal arbejdstimer, en mængde af en råvare, antal maskiner, forbrug af elektricitet e.l. Output betegnes som i det foregående med 
m
 og dækker over mængden af den vare, virksomheden producerer. 
Produktionsfunktionen betegnes 
m
(
x
).
)
Vi vælger altså at gøre det lettere for os selv ved at se på produktionen ud fra én type input ad gangen, for eksempel mængden af arbejdstimer der bruges til produktionen eller antal maskiner der skal bruges for at gennemføre produktionen. I virkeligheden vil der selvfølgelig oftest være flere forskellige typer input der skal tages i betragtning når det optimale overskud skal bestemmes.


For produktionsfunktionen må det gælde at , for hvis der ikke er noget input, kommer der heller noget output.

Derudover må gælde at , da forøget input må give forøget output. 

Produktionsfunktionen kan være voksende på forskellige måder. Graferne på figur 5 viser tre forskellige typer af produktionsfunktioner.
[image: [image]]


Figur 5 Forskellige typer af produktionsfunktioner

Produktionsfunktionen, der hører til den røde graf,  er lineær. Den vil uanset størrelsen af produktionen give det samme ekstra output for hvert ekstra input.

Produktionsfunktionen der hører til den blå graf kan f.eks. være en potensfunktion med a>1. For denne produktionsfunktion vil ekstra enheder af input give større og større forøgelser af output. Jo større produktionen bliver, jo bedre kan det betale sig at forøge inputtet. Man taler her om stordriftsfordele. Det kunne f.eks. dreje sig omfremstilling af biler, hvor man ved store produktioner kan udnytte samlebåndsteknikker og andre stordriftsfordele. 

Produktionsfunktionen der hører til den grønne graf kan f.eks. være en potensfunktion med a<1. For denne produktionsfunktion vil man få mindre og mindre ud af at øge inputtet. Et eksempel kunne være produktion af korn, hvor inputtet er gødning. Jo mere gødning der bruges jo mere korn kan der produceres, men effekten ved at øge mængden af gødning er aftagende. Hvis man bruger meget gødning i forvejen vil man ikke få lige så meget ud at bruge lidt mere, som hvis man ikke brugte så meget i forvejen.

Produktionsfunktioner kan også være kombinationer af ovenstående typer. Nedenfor er to eksempler på produktionsfunktioner.


[bookmark: _Toc270593085]6.1 Eksempel på en produktionsfunktion
 (
Øvelse 
5
:
En mere kompliceret produktionsfunktion kunne se sådan ud:
Undersøg om funktionen opfylder kravet for produktionsfunktioner som beskrevet i afsnit 7, nemlig at 
m
(0)=0.
______________________________________
Undersøg også om kravet 
 er opfyldt for denne produktionsfunktion:
_____________________
_________________ (brug gerne N’Spire
)
er positiv for alle x fordi
…
 
Skitser
 grafen for m(x) på nedenstående koordinatsystem:
Figur 
6
 Produktionsfunktionen m(x
)
Giv en økonomisk fortolkning af produktionsfunktionen, som 
på s. 
9
. Hvordan vil øget input påvirke produktionen?
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Vi ser nu på en lineær produktionsfunktion for en virksomhed, som producerer en bestemt vare ved hjælp af én type af input. Hvis det kræver 10 enheder af input til produktion af én enhed af output, bliver produktionsfunktionen: 
Prisen på den producerede vare afhænger af den mængde, virksomheden ønsker at sælge. Lad os benytte samme efterspørgselsfunktion som i eksemplet i afsnit 3.1, nemlig 



Produktionsfunktionen indsættes i den omvendte efterspørgselsfunktion:


Virksomhedens indtægter er lig prisen gange den producerede mængde:


Omkostningsfunktionen i eksemplet afsnit 3.1 var en funktion af den producerede mængde m, hvor s(m)=50m. Omkostningerne som funktion af input bliver derfor:


Prisen på hvert input er altså 5. 
Overskudsfunktionen som funktion af input kommer derfor til at se sådan ud:
overskud = indtægter – udgifter




Virksomheden vil maksimere sit overskud og ønsker derfor at finde den mængde af input der gør overskuddet størst muligt.



sættes nu lig 0. 




Ved at tegne grafen for overskudsfunktionen, kan vi undersøge om x = 9000 giver anledning til et maksimum.
[image: [image]]
Figur 7 Overskudsfunktionen o(x)=7,5x-1/2400 x2

En produktion med 9000 input giver altså det maksimale overskud for virksomheden.

[bookmark: _Toc270593087]7.1 Optimering af overskuddet generelt
Nu kan vi formulere virksomheders maksimeringsproblem mere generelt. I afsnit 4 fandt vi en generel metode til at finde den produktionsmængde, der gav virksomheden det størst mulige overskud. Nu kan vi finde den mængde af input, der giver virksomheden det størst mulige overskud.

Fra afsnit 4 har vi at overskuddet er lig med indtægter minus omkostninger, dvs





Nu afhænger m af x, hvor x er mængden af input. kan være mange forskellige typer af funktioner, men skal opfylde kravene at



, , m(0)=0 og .

Funktionen m(x) kan indsættes på m’s plads og overskudsfunktionen bliver derved en funktion af input i stedet for output (eller produceret mængde):



Når denne funktion differentieres skal man både bruge reglen om differentiation af produkter og reglen om differentiation sammensat funktion 




Dette sættes nu lig 0 og det globale maksimum findes. Der vil i de fleste tilfælde kun være ét ekstremum og det vil som regel være et maksimum, men man er nødt til at undersøge det alligevel.

[bookmark: _Toc270593088]8 Beskatning

Vi vil nu regne på hvordan forskellige typer af beskatning påvirker en virksomheds overskud. Vi vil sammenligne tre forskellige typer, nemlig moms på varens pris, skat af virksomhedens overskud og grønne afgifter. 

Vi starter med at regne på effekten af grønne afgifters. Grønne afgifter kan opfattes som en afgift på input. Det kunne være en afgift på elektricitet, vand, gødning, mv. 

[bookmark: _Toc219792744][bookmark: _Toc270593089]8.1 Eksempel på grønne afgifter på elektricitet
I dette eksempel ser vi på virkningen af en grøn afgift på elektricitet. Vi vælger derfor at vores input, x, skal betegne en virksomheds el-forbrug. På dette forbrug pålægges en grøn afgift, t. Vi fastsætter den grønne afgift til at være 3 kr. pr enhed af el. Virksomhed skal altså betale en afgift på 3 kr. til staten for hver enhed af el, virksomheden forbruger.

Produktionsfunktionen for virksomheden er givet ved

Efterspørgselsfunktionen er givet ved
.
Omkostningerne i forbindelse med produktionen er bestemt af omkostningsfunktionen
 og hertil kommer de grønne afgifter.

Virksomhedens overskudsfunktion sammensættes som før af indtægter minus udgifter. For at finde et udtryk for indtægterne bestemmes først den omvendte efterspørgselsfunktion:
 , 
Den omvendte efterspørgselsfunktion er her en funktion af m, så produktionsfunktionen m(x) indsættes så den omvendte efterspørgselsfunktion i stedet bliver en funktion af x.   


Indtægterne bestemmes som i det forrige ved mængden af solgte varer gange prisen pr vare, dvs.


Udgifterne ændres derimod, da der skal betales grønne afgifter.

Omkostningsfunktionen som funktion af input bliver dermed, når også de grønne afgifter på 3 kr. pr enhed af el virksomheden anvender medtages:
 
 

Heraf fås overskudsfunktionen: 


For at finde det størst mulige overskud differentieres o(x) og sættes lig nul.




I denne x-værdi har overskudsfunktionen altså et ekstremum. Af fortegnet for andengradskoefficienten i o(x) kan man se at parablen er ”sur” og at der dermed er tale om et maksimum. 
Vi kan altså konkludere at når virksomheden forbruger 1350 enheder af el opnår virksomheden det størst mulige overskud.

I dette eksempel fastsatte vi tilfældigt afgiftens størrelse til 3 kr. pr enhed af el. I praksis ligger der nøjere beregninger bag en fastsættelse af en afgift eller en skat. Staten skal ikke sætte den grønne afgift alt for højt, for så vil produktionen falde da det bliver for dyrt for virksomheden at producere, og dermed vil virksomheden bruge så mindre el og statens samlede indtægt vil blive lavere på trods af større indtægt pr anvendt enhed elektricitet.
Denne mekanisme minder meget om den der ligger bag Laffer-kurven.

 (
Arthus B. Laffer (f. 1940) er en amerikansk økonom, der bl.a. er kendt for sin betydning under Reagan-administrationen i 1980-erne. 
Lafferkurven viser, at når skatten når et vist niveau, vil statens skatteindtægter begynde at falde, fordi højere skat vil få befolkningen til at arbejde mindre.
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 (
Øvelse 6:
Bestem den 
grønne afgift, der vil give 
staten 
det størst mulige 
overskud. 
Hjælp:
 skriv 
t
 i stedet for 3 kr, bestem 
o
(
x
) og find den værdi af 
x
 der optimerer 
o
(
x
). Denne værdi vil være afhængig af 
t
.
 Beregn nu statens indtægt ved 
, hvor 
x
0
 er den værdi der giver virksomhe
den det størst mulige overskud. 
Optimer nu statens indtægt ved differentiation, hvor 
t
 nu er den uafhængige variabel. Svaret bliver 
t
=3,3 kr.
)










 (
Øvelse 
7
:
Beregn hvad virksomhedens overskud bliver h
vis der ikke er en grøn afgift. 
Bestem også 
input, produceret mængde, pris og overskud. 
Sammenlign ved at 
udfylde
 nedenstående skema. 
Hvad kan man konkludere?
)




¨



	
	Anvendt mængde elektricitet, x
	Produceret mængde, m
	Pris pr produceret mængde, p
	Virksomhedens overskud, o
	Statens indtægt, S

	Med afgift
	1350
	
	
	
	

	Uden afgift
	
	
	
	
	0
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 (
Øvelse 8:
I denne øvelse skal vi se på effekterne af hhv. skat og moms for den samme virksomhed som i eksempel 
8.1.
Udfyld et skema som ovenfor, når der i stedet for grønne afgifter pålægges skat på 50% på virksomhedens overskud.
Udfyld et skema som ovenfor, når der i stedet for grønne afgifter pålægges moms på 25% på de varer virksomheden producerer (og sælger). 
Sammenlign de to skemaer med skemaet ovenfor.
)
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 (
Øvelse 9
:
Øvelsen tager udgangspunkt i eksempel 6.1
Forklar hvilken sammenhæng der er mellem den grønne afgift, 
t
, og brugen af elektricitet, 
x
? 
Overvej hvilken sammenhæng der er mellem den grønne afgift og CO
2
-udslip. Kan man omregne elektricitetsforbrug til CO
2
-udslip? Hvilke antagelser er nødvendige her?
Overvej hvilken sammenhæng der er mellem grønne afgifter og CO
2
-udslip, der er i praksis.
Lav en empirisk undersøgelse af sammenhængen mellem grønne afgifter og CO
2
-udslip. I kan f.eks. undersøge hvordan forholdet mellem grønne afgifter og CO
2
-udslip har udviklet sig i Danmark gennem tiden (anvend regression).
)
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I det foregående er vi gået ud fra, at vores virksomhed sælger et produkt, der er unikt. Det betyder at vi inden for visse rammer selv kan bestemme varens pris og dermed efterspørgslen efter varen. Sælger vi f.eks. en mærkevare, vil der være en efterspørgsel både ved høj og lav pris, dog vil efterspørgslen stige, hvis vi sænker prisen og omvendt.

Men for mange produkter gælder det, at producenten ikke kan påvirke prisen, fordi der er tale om et standardprodukt. Markedet for standardprodukter er meget konkurrencepræget, fordi der mange, der producerer den samme vare. Det gælder f.eks. varer som olie eller korn. Hvis producenten sætter sin pris højere end markedsprisen, kan han ikke sælge noget overhovedet. Og han er selvfølgelig ikke interesseret i at sælge under markedsprisen. Her er der tale om det, man kalder fuldkommen konkurrence. I et marked med fuldkommen konkurrence vil ingen virksomhed have styrke nok til at påvirke prisen på varen og alle virksomheder vil have fri adgang til markedet. At ingen virksomheder har styrke nok til at påvirke prisen skal forstås sådan at ingen virksomhed er stor nok til at kunne dominere markedet ved enten at ændre pris eller den mængde der produceres. Desuden må man for et marked med fuldkommen konkurrence forudsætte at virksomheder ikke kan slutte sig sammen i karteller og fastsætte en kunstig pris eller styre udbudsmængden (karteldannelse). 

[bookmark: _Toc224103776][bookmark: _Toc270593093]10 Udbudsfunktionen og markedsligevægt
Hvis man har fuldkommen konkurrence på et marked, kan man opnå markedsligevægt.
Her er vi nødt til at se på alle virksomheder på et marked (og ikke som før på en virksomhed ad gangen).
På samme måde som efterspørgslen efter en vare afhænger af den pris, man tager for den, så vil den mængde varer alle virksomheder på et marked vil tilbyde, afhænger af det, virksomhederne kan få for varerne. Derfor indfører vi en udbudsfunktion.


 (
Udbud
sfunktionen
 angiver den mængde af varer, virksomheden ønsker at udbyde til en given pris. Den betegnes 
u
(
p
).
Den o
mvendte udbudsfunktion
 
angiver den pris, der skal til for at sikre en given produktion.
)

Man kan sige, at udbudsfunktionen beskriver virksomhedernes planer: Hvor meget vil de producere, hvis de regner med at få en given pris for varerne.
En udbudsfunktion kunne f.eks. være givet ved 
 hvor 
Her angiver størrelsen 10 den mindste pris, producenterne vil acceptere for overhovedet at udbyde en vare.
Vi kan omskrive funktionen til

I dette tilfælde er u altså en lineær funktion af p.

[image: [image]]
Figur 6 Graf for udbudsfunktionen u(p)=3p-30

Markedsligevægt indtræffer, når mængden af producerede varer (beskrevet ved udbudsfunktionen) 
svarer til den mængde, forbrugerne efterspørger. Dvs. når .
Når markedsligevægten er indtruffet vil den enkelte virksomhed opleve, at prisen er konstant uanset hvilken mængde varer, man producerer.

[image: [image]]
Figur 7 Markedsligevægt
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