side 6 af 8

Fra 2D til 3D

- kan nipunktscirklen opgraderes til tolvpunktskuglen?

Plangeometri (2D).
Vi vil først se på nogle begreber og sætninger knyttet til trekanter:

· midtnormalen er en linje, der står vinkelret på en side gennem denne sides midtpunkt

· medianen er en linje, der forbinder en vinkelspids med midtpunktet af den modstående side

· højden er en linje, der går gennem en vinkelspids og står vinkelret på den modstående side, punktet, hvor højden skærer den modstående side, kaldes højdens fodpunkt.

Vi indlægger et koordinatsystem, så A ligger i origo og B på x-aksen. (Dette gøres kun for at gøre beregnin-gerne lidt lettere at overskue). Herved får vinkelspidserne koordinaterne A(0 , 0), B(bx , 0)  og  C(cx , cy), hvor bx og cy er forskellige fra 0.

Sætning 1

[image: image46.png]



I en trekant ABC skærer midtnormalerne hinanden i samme punkt N, som er centrum for den omskrevne cirkel.

Bevis:
Lad N være skæringspunktet mellem midtnormalerne nc og na. Da gælder



|AN| = |BN|  
[image: image1.wmf]Ù

 |BN| = |CN| 


Heraf følger



|AN| = |CN| , hvilket medfører, at N ligger på nb.


At punktet er centrum for den omskrevne cirkel følger af, at det har samme afstand til A, B og C, da det ligger på alle tre midtnormaler. █

Øvelse 1

Vis, at det fælles skæringspunkt for midtnormalerne har koordinaterne

[image: image47.png]
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 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]÷
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Sætning 2


I en trekant ABC skærer medianerne hinanden i samme punkt T, og dette punkt deler medianerne i forholdet 2:1.

Bevis:
Lad T være et punkt, der opfylder, at  
[image: image4.wmf]0
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 (hvor ABC er en vilkårlig trekant). Ved at indskyde origo O kan denne ligning omskrives til  
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 , hvilket viser, at der er netop et punkt T, der opfylder ligningen.

Punktet T ligger på medianen ma, hvilket fremgår af følgende omskrivning, hvor Ta er midtpunktet af BC:
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf]TA
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Det fremgår desuden, at T deler medianen i forholdet 2:1. 

De samme argumenter kan bruges på de to øvrige medianer.█

Hvis trekanten har A i origo og B på x-aksen, vil det fælles skæringspunkt for medianerne derfor være givet ved.
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Sætning 3


I en trekant ABC skærer højderne hinanden i samme punkt H.

Bevis:
[image: image48.png]



Vi opstiller parameterfremstillinger for de tre højder, hvor O er koordinatsystemets begyndelsespunkt; med den beliggenhed, vi har valgt, er O sammenfaldende med A:
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Skæringspunktet findes mellem to af linjerne, og man viser, at dette stemmer med den sidste linje.█

Øvelse 2 


Vis, at det fælles skæringspunkt for højderne får koordinaterne
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[image: image49.emf]

Definition


En trekants Eulerlinje er linjen gennem midtnormalernes skæringspunkt N og medianernes skæringspunkt T. (En ligesidet trekant har ingen Eulerlinje, da de to punkter falder sammen).

Øvelse 3


Vis, at højdernes skæringspunkt H ligger på Eulerlinjen.

Øvelse 4


Konstruér i Cabri 2D (eller GeoGebra) Eulerlinjen for en vilkårlig ikke-ligesidet trekant og eftervis, at H ligger på denne. Hvordan ligger de tre punkter N, H og T i forhold til hinanden?

Sætning 4


For en trekant ABC gælder, at de tre sidemidtpunkter (Ta, Tb og Tc), de tre højdefodpunkter (Ha, Hb og Hc) og de tre midtpunkter for linjestykkerne fra højdernes skæringspunkt H til vinkelspidserne A, B og C (La, Lb og Lc) ligger på en cirkel. Cirklens centrum F er midtpunktet af linjestykket mellem højdernes skæringspunkt H og midtnormalernes skæringspunkt N. Cirklens radius er det halve af radius i den omskrevne cirkel.

Bevis:

Koordinaterne til de ni punkter samt F kan forholdsvis let bestemmes (de 7 er midtpunkter og 3 er skæringer mellem kendte linjer). Vi opskriver koordinatsættene for et punkt i hver gruppe samt for F.
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Herefter kan man (med CAS) bestemme afstanden fra F til punkterne. Disse giver i alle tilfælde
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, som altså er radius i nipunktscirklen.


Radius i den omskrevne cirkel er afstanden mellem N og A. Denne afstand beregnes til
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, altså netop det dobbelte af radius i nipunktscirklen.█

Øvelse 5


Vis, at koordinatsættene og afstandene i beviset er korrekte.

Øvelse 6


Konstruér i Cabri 2D (eller GeoGebra) nipunktscirklen for en vilkårlig trekant og kontrollér sætningens påstande.

Rumgeometri (3D).
Den figur i rummet, der svarer til planens trekant, er tetraederet. Nogle begreber knyttet til tetraederet er:

· midtnormalen er en plan, der står vinkelret på en side gennem denne sides midtpunkt

· medianen er en linje, der forbinder en vinkelspids med midtpunktet af den modstående sideflade (dette midtpunkt er det fælles skæringspunkt for medianerne i sidefladen)

· højden er en linje, der går gennem en vinkelspids og står vinkelret på den modstående sideflade; punktet, hvor højden skærer den modstående sideflade, kaldes højdens fodpunkt
Vi indlægger et koordinatsystem, så A ligger i origo, B ligger på x-aksen og C ligger i xy-planen. Herved får vinkelspidserne koordinaterne  A(0,0,0),  B(bx,0,0),  C(cx,cy,0) og  D(dx,dy,dz), hvor bx , cy og dz er forskellige fra 0.

[image: image50.png]



Sætning 5

I et tetraeder ABCD skærer midtnormalerne hinanden i samme punkt N som er centrum for den omskrevne kugle.

Bevis:

Lad N være skæringspunktet mellem midtnormalerne nAB , nBC og nAD (overvej, at dette skæringspunkt findes). Da gælder



|AN| = |BN|  
[image: image19.wmf]Ù

 |BN| = |CN|  
[image: image20.wmf]Ù

 |AN| = |DN|


Heraf følger



|AN| = |CN| , hvilket medfører, at N ligger på nAC


|BN| = |DN| , hvilket medfører, at N ligger på nBD



|CN| = |DN| , hvilket medfører, at N ligger på nCD

Altså ligger N på alle 6 midtnormaler. Da afstanden fra N til alle 4 vinkelspidser er den samme, kan der tegnes en kugle med centrum i N gennem alle vinkelspidserne. Denne kugle er den omskrevne kugle. █

Man kan vise, at skæringspunktet har koordinaterne 
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]÷
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Sætning 6


I et tetraeder ABCD skærer medianerne hinanden i samme punkt T, og dette punkt deler medianerne i forholdet 3:1.

Bevis:
Lad T være et punkt, der opfylder, at  
[image: image23.wmf]0
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 (hvor ABCD er et vilkårlig tetraeder). Ved at indskyde origo O kan denne ligning omskrives til  
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 , hvilket viser, at der er netop et punkt T, der opfylder ligningen.

Punktet T ligger på medianen ma, hvilket fremgår af følgende omskrivning (hvor Ta er medianernes skæringspunkt i trekant BCD):

 
[image: image25.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]TA
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Det fremgår desuden, at T deler medianen i forholdet 3:1. 

De samme argumenter kan bruges på de to øvrige medianer.█

Hvis tetraederet har A i origo, B på x-aksen og C i xy-planen, vil det fælles skæringspunkt for medianerne derfor være givet ved.
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[image: image51.png]



For højderne i et tetraeder gælder ikke, at der altid er et fælles skæringspunkt. Højden fra C skal være vinkelret på planen gennem A, B og D – specielt skal den være vinkelret på 
[image: image28.wmf]AB

. Denne højde må derfor ligge i en plan, der indeholder højden fra C i trekant ABC og som er vinkelret på planen gennem A, B og C.

Tilsvarende gælder for højderne fra A og B. Fællesmængden af de tre planer er en linje h, der står vinkelret på planen bestemt af A, B og C gennem skæringspunktet for højderne i trekant ABC. Dette betyder, at punktet D må ligge på denne linje (som så bliver højden fra D), hvis alle højderne skal have et fælles skæringspunkt.

Hvis tetraederet har A i origo, B på x-aksen og C i xy-planen vil denne linje h have parameterfremstillingen
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Da  D  ligger på  h , må der gælde  dx = cx  og  
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 . Dette benyttes i beviset for næste sætning.

Sætning 7

Lad h være linjen gennem det fælles skæringspunkt for højderne i trekant ABC vinkelret på planen indeholdende trekanten. Hvis D er et punkt på linjen h, som ikke ligger i planen, vil højderne i tetraederet ABCD skære hinanden i samme punkt H.

[image: image52.png]



Bevis:

Antag, at tetraederet har A i origo, B på x-aksen og C i xy-planen. Lad HAB betegne fodpunktet for højden fra C i trekant ABC. Trekant HABCD vil i en plan parallel med yz-planen gennem x = cx  ligge på samme måde som trekant ABC i xy-planen. Højdernes skæringspunkt i trekant HABCD vil derfor være givet ved (jævnfør 2D-tilfældet)
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Da højderne fra C og D i trekant HABCD er de samme som højderne fra C og D i tetraederet ABCD, må et fælles skæringspunkt for højderne i tetraederet have koordinatsættet 
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Tilbage er at vise, at H ligger på højderne fra A og B. Vi viser det kun for højden fra B, da metoden er den samme for A.

Først opstilles en parameterfremstilling for hb
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Herefter undersøges, om der findes en parameterværdi s, som giver punktet H.

Fra x-koordinaten fås




[image: image34.wmf]z

y

x

x

x

z

y

x

d

c

b

c

s

c

d

c

s

b

-

=

Û

=

×

+

.

Denne s-værdi indsættes i y- og z-koordinaterne:
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Heraf ses, at  H  ligger på  hb .█

Øvelse 7

Vis, at hvis højderne har et fælles skæringspunkt, får midtnormalernes skæringspunkt koordinaterne
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 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]÷
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Definition


Et tetraeders Eulerlinje er linjen gennem midtnormalernes skæringspunkt N og medianernes skæringspunkt T. (Et regulært tetraeder har ingen Eulerlinje, da de to punkter falder sammen).

Øvelse 8


Vis, at højdernes skæringspunkt H  ligger på Eulerlinjen.

Øvelse 9


Konstruér i Cabri 3D Eulerlinjen for et tetraeder med koordinaterne  A(0,0,0),  B(6,0,0),  C(2,8,0) og D(2,1,7)  og eftervis, at H ligger på denne. . Hvordan ligger de tre punkter N, H og T i forhold til hinanden?

Sætning 8


For et tetraeder ABCD, hvor højderne skærer hinanden, gælder, at de fire sidefladers midtpunkter (Ta, Tb, Tc og Td), de fire højdefodpunkter (Ha, Hb, Hc og Hd) og de fire punkter (La, Lb, Lc og Ld) på linjestykkerne fra højdernes skæringspunkt H til vinkelspidserne, som deler linjestykkerne i forholdet 1:2 (med det korte stykke ved H) ligger på en kugle. Kuglens centrum F ligger på linjestykket mellem højdernes skæringspunkt H og midtnormalernes skæringspunkt N, således at |HF|:|FN| = 1:2. Kuglens radius er 
[image: image39.wmf]3

1

af radius i den omskrevne kugle.

Bevis:

Koordinaterne for de tolv punkter og F kan nu bestemmes. Vi opskriver igen koordinaterne for et punkt i hver gruppe og for F:
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Lb = 
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Herefter kan man (med CAS) verificere, at afstandene fra de tolv punkter til F er ens, samt at tolvpunktskuglens radius er 
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 af radius i den omskrevne kugle. (Husk, at ved beregningerne skal dy erstattes af 
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; dy er kun benyttet i koordinatsættene for af få pænere udtryk). .█

Øvelse 10


Vis, at koordinatsættene i beviset er korrekte og undersøg om afstandene til F fra de tre øvrige punkter er ens.

Øvelse 11


Konstruér i Cabri 3D tolvpunktskuglen for et tetraeder med koordinaterne  A(0,0,0),  B(6,0,0),  C(2,8,0) og D(2,1,7) og kontrollér sætningens påstande.

Øvelse 12


Konstruér i Cabri 3D et vilkårligt tetraeder, der opfylder, at højderne har et fælles skæringspunkt. Konstruér herefter tolvpunktskuglen og kontrollér sætningens påstande.
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Fra 2D til 3D

- kan nipunktscirklen opgraderes til tolvpunktskuglen?
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